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Abstract

We calculate the Lusternik-Schnirelmann-Category of the n-th ordered confi-
guration spaces C̃n(Rm) of Rm and give bounds for the category of the corre-
sponding unordered configuration spaces Cn(Rm). In many cases, e.g. if n is a
power of 2, we determine cat(Cn(Rm)) precisely.

Most of this paper is written in german, but there is an english
summary containing the main results and sketches of the proofs.
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Einleitung

Die Lusternik-Schnirelmann-Kategorie eines topologischen Raumes X, kurz Ka-
tegorie von X oder cat(X), ist um 1 niedriger als die minimale Anzahl offener,
in X zusammenziehbarer Mengen, die benötigt werden, um X zu überdecken,
siehe Definition 1.1. Diese Definition ist einfach, aber immer wieder wird be-
merkt, wie schwierig es oft sei, die Kategorie eines Raumes zu berechnen. Ein
Beispiel hierfür ist Ganeas Vermutung, dass cat(X × S1) = cat(X) + 1 gilt
([Gan71]). Diese Vermutung war über Jahrzehnte hinweg offen und wurde erst
vor einigen Jahren durch Iwase widerlegt ([Iwa98]). Nicht zuletzt aufgrund die-
ses Durchbruchs gab es in letzter Zeit eine Fülle neuer Veröffentlichungen, die
die Lusternik-Schnirelmann-Theorie erneut zu einem blühenden Feld aktueller
Forschung gemacht haben.

Dass nicht alles ganz so simpel ist, wie es auf den ersten Blick erscheint, zeigt
sich auch an so mancher Umformulierung dessen, was wir uns unter der Kate-
gorie eines Raumes vorstellen können. Dies führt uns schnell zu Konzepten der
Homotopietheorie. Während obere Schranken für die Kategorie eines Raumes
verständlicherweise von konstruktiver Natur sind, lässt sie sich von unten –
auch verständlicherweise – durch algebraische Größen beschränken. Die folgen-
den Berechnungen sind hierfür gute Beispiele.

In dieser Arbeit fasse ich mein Wissen über die Lusternik-Schnirelmann-Katego-
rie der geordneten und ungeordneten Konfigurationsräume C̃n(Rm) und Cn(Rm)
euklidischer Räume zusammen. Die meisten Ergebnisse habe ich ab Seite 6 zu-
sammengefasst. Im geordneten Fall konnte ich die Kategorie vollständig be-
stimmen (Theorem A, Seite 6 und 40). Im ungeordneten Fall kenne ich die
Kategorie nicht für alle Werte von n und m. In allen Fällen, in denen sie genau
bestimmt ist, gilt aber cat(Cn(Rm)) = (n−1) · (m−1). Das lässt auf eine einfa-
che Formulierung eines allgemeinen Ergebnisses hoffen. Jedenfalls ist der Wert
(n−1) · (m−1) stets eine obere Schranke, und auch eine allgemeingültige unte-
re Schranke kann ich angeben. Über den aktuellen Stand der Forschung konnte
ich auch mit Fred Cohen, Yves Félix, Sadok Kallel und Daniel Tanré sprechen
und wage deshalb zu vermuten, dass es derzeit wohl keine wesentlich ausführ-
licheren Antworten auf die noch offenen Fragen gibt. Hauptziel der Arbeit ist
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der Beweis von Theorem B (Seite 6 bzw. Seite 41), in dem die wesentlichen
Ergebnisse zur Kategorie der ungeordneten euklidischen Konfigurationsräume
zusammengefasst sind.
Erste Ergebnisse über die Kategorie von ungeordneten Konfigurationsräumen
der euklidischen Ebene hat Vassiliev bei der Untersuchung der Komplexität
von Algorithmen gefunden, allerdings ohne seine Ergebnisse so zu formulie-
ren. Aus [Vas88] folgt aber leicht, dass für jede Primzahl p und die Anzahl
Dp(n) der Koeffizienten in der p-adischen Darstellung von n die Abschätzung
cat(Cn(R2)) ≥ n − Dp(n) gilt. Einige von Vassilievs Ergebnissen lassen sich
allgemeiner verwenden und gehen auch wesentlich in meine Berechnungen für
m > 2 ein, siehe auch hierzu die Zusammenfassung auf den folgenden Seiten.

Die ersten zwei Kapitel dieser Arbeit sind Vorbereitung, sodass in Kapitel 3 die
Ergebnisse relativ schnell gefolgert werden können. Es liegt in der Natur des
Inhalts, dass Abschnitt 3.4 relativ skizzenhaft ist, ebenso wie die Abschnitte des
Kapitels 4, die für eine gründlichere Behandlung Vorbereitungen bräuchten, die
mit dem eigentlichen Thema wenig zu tun haben.

Danksagungen:
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Summary

We investigate the Lusternik-Schnirelmann-Category cat of the n-th ordered
and unordered configuration spaces C̃n(Rm) respectively Cn(Rm) of Rm and
obtain

Theorem A
For all m ≥ 2, i.e. as long as C̃n(Rm) is connected,

cat(C̃n(Rm)) = n− 1 (1)

holds. The space C̃n(R) consists of n! contractible components, hence
cat(C̃n(R)) = n!− 1.

In the unordered case, we obtain

Theorem B
Let kn be the number of 1’s in the dyadic expansion of n. Then we have

(n− kn) · (m− 1) ≤ cat(Cn(Rm)) ≤ (n− 1) · (m− 1). (2)

If (i) n is a power of two or n = 3
or (ii) n is a prime and m is odd
or (iii) m ≤ 2,

we have
cat(Cn(Rm)) = (n− 1) · (m− 1). (3)

If n = p is a prime and m is even, then we also have

cat(Cp(Rm)) ≥ (p− 1) · (m− 2). (4)

To derive theorem A for m ≥ 2, we bound cat(C̃n(Rm)) from below by the inte-
gral cup-length (Folgerung 2.2) and from above by a standard argument (Satz
1.13), using that there is an (m − 2)-connected (n − 1) · (m − 1)-dimensional
CW-model for C̃n(Rm). As the lower bound, this model is obtained through
(co-)homological input due to Fred Cohen.
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The lower bound for cat(Cn(Rm)) in (2) is in fact a lower bound for the sectional
category of the covering C̃n(Rm) → Cn(Rm). It is obtained by finding a class
of category weight (n− kn) · (m− 1) in the cohomology of Cn(Rm) with Z/2Z-
coefficients. The existence of such a class follows from Vassiliev’s observation,
that the obvious morphism H∗(Σn; Z/2Z) → H∗(Cn(Rm); Z/2Z) is surjective
(see [Vas92] or Satz 2.8 in this paper) and the determination of the cohomologi-
cal dimension cohdimZ/2Z of the unordered configuration space Cn(Rm) (Satz
2.9). All this follows by examination of Vassiliev’s CW-composition of the one-
point-compactification Cn(Rm)∞ of Cn(Rm). The sharpenings of this lower
bound in theorem B in case when n = p is a prime and m is odd is due to an
analogous observation when we replace Z/2Z- by Z/pZ-coefficients. Here again,
we use results due to Fred Cohen ([Coh73] and [CLM76]), which were proved
anew by Erich Ossa [Oss96]. For n = p = 3 this sharpening can be generalized
to even m using cat(C3(Rm+1)) ≤ cat(C3(Rm)) + 2 (Lemma 3.11).

The upper bound in (2) is also derived from Vassiliev’s CW-model, when we
apply the following proposition (see Satz 1.14), which we could not find in
literature:

Proposition C
Let X be an n-dimensional CW-Complex such that X−X(k−1) is path-connected,
where X(r) denotes the r-skeleton of X. Then we have

cat(X −X(k−1)) ≤ n− k. (5)

As a further improvement of theorem B, we prove that

cat(Cn(Rm)) ≥ cat(Cn−1(Rm)).

This can be regarded as a corollary of the next proposition.

Proposition D
If n = n1 + · · ·+ nl, then we have the inequality

cat
(
Cn(Rm)

)
≥ cat

(
Cn1(Rm)× · · · × Cnl(Rm)

)
. (6)



Kapitel 1

Lusternik-Schnirelmann-

Kategorie

In diesem Abschnitt stelle ich Grundlagen zur Lusternik-Schnirelmann-Kategorie
zusammen, die für die weitere Arbeit wichtig sind. Man kann die Kategorie eines
Raumes X bei schwachen Voraussetzungen auf unterschiedliche Arten betrach-
ten. Dies spiegelt sich in den nachfolgenden Definitionen wider. Sie sind alle
gleichwertig, wenn X ein zusammenhängender CW-Komplex ist.
Nach den Definitionen nenne ich wichtige Sätze, die später angewendet werden
oder für das Verständnis hilfreich sind. Meine Hauptquelle für diesen Abschnitt
ist das Buch von Cornea, Lupton, Oprea und Tanré [CLOT03]. Die Idee zu Satz
1.14, hatte ich bei der Betrachtung der Einpunkt-Kompaktifizierung Cn(Rm)∞
des ungeordneten Konfigurationsraumes Cn(Rm). Der Satz liefert mit Vassilievs
Arbeit [Vas88] oder [Vas92] direkt eine obere Schranke für cat(Cn(Rm)). Ich
habe ihn wegen der allgemein gehaltenen Formulierung in diesen Abschnitt
aufgenommen.

1.1 Definition nach Lusternik und Schnirelmann

Die Geburtsstunde der Lusternik-Schnirelmann-Theorie liegt gut 70 Jahre zu-
rück, siehe [LS34]. Den Anstoß dazu gab die Untersuchung einer Morse-Funktion
f und die Betrachtung einer unteren Schranke für die Anzahl ihrer kritischen
Punkte, die ”Kategorie“ genannt wurde. Im Laufe der Jahre gab es viele leicht
variierende Definitionen. Ich halte mich mit der folgenden an [CLOT03].

Definition 1.1 (kategorische Überdeckung, LS-Kategorie)
Eine endliche offene Überdeckung {Ui} eines Raumes X nennen wir katego-
risch, wenn jedes Element der Überdeckung zusammenziehbar in X (sic!) ist.
Ist n+1 die minimale Länge einer solchen kategorischen Überdeckung, dann ist
n die Lusternik-Schnirelmann-Kategorie von X, geschrieben cat(X) = n. Hat
X keine solche Überdeckung, so sagen wir cat(X) =∞.
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1.1 Definition nach Lusternik und Schnirelmann

In der Literatur gibt es im obigen Fall auch die Definition cat(X) = n+1 (ohne
shift). Mit obiger Definition gilt cat(∅) = −1, und cat(X) = 0 gilt genau dann,
wenn X zusammenziehbar ist. Anders ausgedrückt heißt cat(X) = n, dass X

von n + 1 Punkten ”homotopie-überdeckt“ wird, aber nicht von n.
Die kategorischen Mengen müssen nicht zusammenhängend sein, wie folgendes
einfache Beispiel zeigt:

Beispiel 1.2 (cat(Sm))
Für jede Einheitssphäre Sm ⊂ Rm+1 gilt cat(Sm) = 1: Da Sm nicht zusammen-
ziehbar ist, gilt cat(Sm) ≥ 1. Andererseits können wir Sm mit den offenen Men-
gen (Sm− Südpol) und (Sm−Nordpol) überdecken. Also folgt auch cat(Sm) ≤ 1
(auch für m = 0).
Alternativ könnten wir für m ≥ 1 auch folgende minimale kategorische Über-
deckung betrachten, in der U1 nicht zusammenhängend ist:
Es sei U0 := {(x1, . . . , xm+1 ∈ Sm ⊂ Rm| − 0, 5 < xm+1 < 0, 5} ein offenes
Band um den Äquator und U1 := {(x1, . . . , xm+1 ∈ Sm ⊂ Rm| xm+1 6= 0} die
Sphäre ohne den Äquator.

Beispiel 1.3 (CW-Komplexe)
Ist X ein n-dimensionaler, zusammenhängender CW-Komplex, so gilt cat(X) ≤
n. Das kann man sich induktiv klar machen: Ist das (k−1)-Skelett X(k−1) bereits
mit kategorischen Mengen überdeckt, so genügt eine zusätzliche, um X(k) zu
überdecken, denn X(k) − X(k−1) ist zusammenziehbar in X und Retrakt einer
in X offenen Menge.

Zwei Mengen einer kategorischen Überdeckung minimaler, endlicher Länge eines
wegzusammenhängenden Raumes X können keine leere Schnittmenge haben.
Ist X wegzusammenhängend und normal, so muss es einen Punkt geben, der nur
in einer der kategorischen Mengen liegt. Das folgt aus Satz 1.20. Zumindest für
parakompakte Räume X gibt es sogar einen Punkt, der in allen diesen Mengen
liegt. Das folgt aus Milnors Lemma in [CLOT03], Seite 288.
Es gibt viele Varianten von Definition 1.1. Zum Beispiel kann man Überdeckun-
gen mit abgeschlossenen, anstatt offenen Mengen betrachten. Die so erhaltene
Größe bezeichnet man mit catcl (X). Es gilt cat(X) = catcl (X), falls X ein
absoluter Umgebungsretrakt und normal ist ([CLOT03] Prop.1.10). Oder man
kann fordern, dass die Kontraktionen einen Basispunkt fest lassen, und vieles
mehr. Was man unter dem Begriff ”Unterraum-Kategorie“ versteht, führe ich
in Abschnitt 1.4 ein. Noch eine weitere Variante, die i-Kategorie cati(X), stelle
ich in Abschnitt 1.6 vor.

Im folgenden Satz fasse ich Eigenschaften von cat(X) zusammen, die im Weite-
ren benötigt werden. Sie finden sich in ähnlicher Formulierung an verschiedenen
Stellen von [CLOT03], Kapitel 1.
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Kapitel 1: Lusternik-Schnirelmann-Kategorie

Satz 1.4 (Eigenschaften von cat)

1. Homotopie-Invarianz: Ist die Komposition X
g // Y

f // X homotop
zur Identität, so gilt cat(X) ≤ cat(Y ). Insbesondere ist cat eine Homotopie-
Invariante.

2. Subadditivität: Sind X und Y offen in X ∪ Y dann gilt

cat(X ∪ Y ) ≤ cat(X) + cat(Y ) + 1 (1.1)

Falls X und Y disjunkt sind, gilt Gleichheit, weshalb wir uns bei der
Untersuchung der Kategorie eines Raumes auf seine Zusammenhangs-
Komponenten beschränken können.

3. Überlagerungen: Ist E wegzusammenhängend und p : E → B eine Über-
lagerung, dann gilt

cat(E) ≤ cat(B) (1.2)

4. Produkte: Sind X und Y normal und wegzusammenhängend, dann gilt

cat(X × Y ) ≤ cat(X) + cat(Y )

Beweis:
Zum Beweis der Homotopie-Invarianz beachte man, dass das Urbild einer kate-
gorischen Überdeckung von Y unter g eine kategorische Überdeckung von X ist.
Die Subadditivität folgt unmittelbar aus den Definitionen. Der Zusatz folgt, weil
jede Wegzusammenhangs-Komponente in einer Zusammenhangs-Komponente
enthalten ist. Zum Beweis von (1.2) betrachten wir eine vermittels H : Uj ×
[0; 1]→ B kontrahierbare Teilmenge Uj von B und das folgende Diagramm:

p−1(Uj)× 0 � � //
� _

��

E

p

��
p−1(Uj)× [0; 1]

H◦(p×id) //

66llllllll
B

Es zeigt, dass das Urbild einer kategorischen Überdeckung von B unter p eine
kategorische Überdeckung von E ist: Wegen der Homotopie-Hochhebungseigen-
schaft ist nämlich p−1(Uj) in E kontrahierbar auf p−1(Punkt). Also ist p−1(Uj)
kategorisch, weil p−1(Punkt) diskret und E wegzusammenhängend ist.
Den Beweis der Produktformel führe ich in Abschnitt 1.6 auf Seite 21. 2

1.2 Whiteheads Definition

G. W. Whitehead verdanken wir eine weitere Definition (siehe [Whi56], [Whi78],
[CLOT03]), die nicht nur für sich interessant ist, sondern auch als erster Schritt
in Richtung von Ganeas bedeutender Sichtweise betrachtet werden kann:
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1.2 Whiteheads Definition

Definition 1.5 (Whiteheads Kategorie catWh)
Sei (X, ∗) ein punktierter Raum und

Tn(X) := {(x1, . . . , xn) ∈ Xn| mindestens ein xi ist der Grundpunkt ∗},

auf englisch das sogenannte ”fat wedge“. Wir definieren catWh(X) als die klein-
ste Zahl n, für die es eine Abbildung ∆′ : X → Tn+1(X) gibt, sodass das folgende
Diagramm bis auf Homotopie kommutiert. Gibt es für keine natürliche Zahl n
eine solche Abbildung, so sei catWh(X) :=∞. Im Diagramm ist ∆ = ∆n+1 die
Diagonalabbildung und j = jn+1 die Inklusion.

Tn+1(X)� _

j

��
X

∆
//

∆′
::v

v
v

v
v

Xn+1

Beispiel 1.6 (T 2(X) nach [CLOT03])
Offensichtlich gilt T 2(X) ∼= X ∨ X. Eine Abbildung ∆′ : X → T 2(X) ∼=
X ∨ X wie in Definition 1.5 kann als Co-Multiplikation gedeutet werden und
catWh(X) = 1 ist gleichbedeutend damit, dass X ein nicht-zusammenziehbarer
Co-H-Raum ist. Definition 1.5 verallgemeinert also den Begriff des Co-H-Raumes.

Satz 1.7 (cat und catWh)
Sei (X, ∗) wegzusammenhängend.

1. Ist X normal, so gilt catWh(X) ≤ cat(X).

2. Besitzt der Grundpunkt ∗ eine zusammenziehbare offene Umgebung, so
gilt catWh(X) ≥ cat(X).

Insbesondere gilt catWh(X) = cat(X), falls (X, ∗) wegzusammenhängend und
normal ist, sowie ∗ eine zusammenziehbare offene Umgebung besitzt.

Beweis (nach [FHT01]):
Zum Beweis von 1.7.1 nehmen wir an, dass catX = n < ∞. Wir wählen
eine kategorische Überdeckung U1, . . . , Un+1 von X, Kontraktionen Hi : Ui ×
[0; 1] → X und wollen die Komponenten einer Abbildung ∆′ : X → Tn+1(X)
konstruieren. Weil X wegzusammenhängend ist, können wir dazu annehmen,
dass Hi(u, 1) = ∗ für alle i und u ∈ Ui gilt. Da X normal ist, können wir
abgeschlossene Mengen Ai ⊂ Ui wählen, sodass X =

⋃n+1
i=1 Ai gilt. Weiter

können wir offene Mengen Vi und Abbildungen αi : X → [0; 1] wählen, sodass
Ai ⊂ Vi ⊂ Vi ⊂ Ui und für die Restriktionen αi|Ai = 1 sowie αi|X−Ui = 0
gilt. Wir modifizieren unsere Kontraktionen Hi durch folgende Definition von
Abbildungen H̃i : X × [0; 1]→ X:
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Kapitel 1: Lusternik-Schnirelmann-Kategorie

H̃i(x, t) :=

{
x x ∈ X − Ui

Hi(x, αi(x) · t) x ∈ Ui

Insbesondere gilt dann für x ∈ Ai weiterhin H̃i(x, 1) = ∗. Die Abbildung
(H̃1(x, t), . . . , H̃n+1(x, t)) ist eine Homotopie von ∆ zu einer Abbildung ∆′ :
X → Tn+1(X), weil X von den Ai überdeckt wird.
Zum Beweis von 1.7.2 sei U eine zusammenziehbare offenen Umgebung des
Grundpunkts und es gelte catWh(X) = n < ∞. Dann wählen wir eine Ho-
motopie H von ∆ nach ∆′ = (∆′

1, . . . ,∆
′
n+1) : X → Tn+1(X) und definieren

die offenen Mengen Ui := (∆′
i)
−1(U). Aus der Definition von Tn+1 folgt, dass

X =
⋃n+1

i=1 Ui und die i-te Komponente der Homotopie H liefert eine Deforma-
tion von Ui nach U . Also sind die Ui offen und zusammenziehbar, weil auch U

es ist. 2

1.3 Ganeas Definition

Tudor Ganea ([Gan67]) hat eine wichtige neue Sichtweise auf die Kategorie ge-
liefert, die bis auf Homotopie gar nicht weit entfernt von Whiteheads Definition
liegt. Wir gehen deshalb zunächst von Definition 1.5 aus und vervollständigen
das Diagramm zu einem Homotopie-Pullback:

G̃n(X)
δn //

p̃n

��

Tn+1(X)� _

jn+1

��
X

∆n

//

∃sn?

JJ

Xn+1

Genauer ersetzen wir zunächst jn+1 durch eine Faserung und bilden dann das
gewöhnliche Pullback. Deshalb ist p̃n eine Faserung.

Satz und Definition 1.8 (catG und cat)
Erfüllt ein Raum (X, ∗) die Voraussetzungen von Satz 1.7 (X normal, wegzu-
sammenhängend, und ∗ hat eine offene zusammenziehbare Umgebung), so gilt
cat(X) = n genau dann, wenn n die kleinste Zahl ist, für die es einen Schnitt
sn : X → G̃n(X) zur n-ten Faserung p̃n gibt. Diese Zahl nennen wir catG(X).

Die Betrachtung der von Homologie- oder Kohomolgiefunktoren induzierten
Abbildungen (pn)∗ und (pn)∗ führt auf untere Schranken für cat(X), was die
Bedeutung dieser alternativen Definition erklärt. Ein Beispiel hierfür findet man
in Abschnitt 1.5.

Tudor Ganea hat zu G̃n(X) homotopieäquivalente Räume Gn(X) und Faserun-
gen pn : Gn(X)→ X auf eine andere Art konstruiert (siehe [Gan67], [CLOT03],
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1.3 Ganeas Definition

[FHT01])und damit neue Möglichkeiten geschaffen, die Räume Gn(X) ' G̃n(X)
zu untersuchen (siehe Satz 1.12). Ich beschreibe Ganeas Konstruktion nach dem
Beweis von Satz 1.8.

Beweis von Satz 1.8:
Es gilt cat(X) = catWh(X) nach Satz 1.7. Gilt catWh(X) = cat(X) ≤ n, so
liefert eine Abbildung ∆′ : X → Tn+1(X) wie in Definition 1.5 zusammen mit
der Pullback-Eigenschaft einen Schnitt sn:

X
∆′

''

id

��

sn

""F
F

F
F

G̃n(X)
δn //

p̃n

��

Tn+1(X)� _

jn+1

��
X

∆
// Xn+1

Alles kommutiert zunächst bis auf Homotopie, aber die Homotopie-Hochhe-
bungseigenschaft der Faserung p̃n liefert dann auch einen echten Schnitt.
Umgekehrt kann man einfach ∆′ := δn ◦ sn definieren, falls es einen Schnitt sn

gibt. 2

CW-Komplexe X sind normal, jeder Punkt in X hat eine offene zusammenzieh-
bare Umgebung und die Wegzusammenhangs-Komponenten entsprechen den
Zusammenhangs-Komponenten. Wegen Satz 1.4.2 reicht es zur Bestimmung der
Kategorie von X die Kategorie seiner (Weg-)Zusammenhangs-Komponenten Xi

zu untersuchen. Nach den Sätzen 1.7 und 1.8 gilt dann cat(X) = catWh(X) =
catG(X).

An dieser Stelle gebe ich folgenden Hinweis:
Alle Räume, die ich in dieser Arbeit untersuchen will, sind CW-Komplexe und
fast alle sind zusammenhängend. In der Regel können deshalb cat, catWh und
catG als gleichbedeutend betrachten werden. Ich mache von nun an auch in
der Notation keinen Unterschied mehr, werde es aber ausdrücklich anmer-
ken, wenn ein CW-Komplex nicht zusammenhängend ist und deshalb seine
Zusammenhangs-Komponenten einzeln untersucht werden.

Im Folgenden skizziere ich Ganeas Konstruktion der Räume Gn(X).

Wir definieren die 0-te Ganeafaserung F0(X)
i0 // G0(X)

p0 // X als Schleifen-

Wege-Faserung ΩX
i0 // PX

p0 // X zu X. Haben wir die n-te Ganea-Faserung
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Fn(X)
in // Gn(X)

pn // X bereits definiert, dann können wir pn zu einer ste-
tigen Abbildung qn : C(in)→ X von dem Abbildungskegel C(in) := Gn(X)∪Fn(X)

CFn(X) nach X fortsetzen: Wir können nämlich qn(x) := pn(x) für x ∈ Gn(X)
und qn([y, t]) := ∗ für [y, t] ∈ C(Fn(X)) definieren. Den Raum Gn+1(X) und die
(n+1)-te Ganea Faserung pn+1 erhalten wir dann als die gewöhnliche fasernde
Ersetzung pn+1 : Gn+1(X) := C(in)×X XI → X von qn:

Fn(X)

in
��

Gn(X) //

pn
$$JJJJJJJJJJ

C(in) ' //

qn

��

Gn+1(X)

pn+1
yyrrrrrrrrrrr

X

Diese Konstruktion ist funktoriell, d.h. eine punktierte Abbildung f : (Y, y0)→
(X, x0) liefert kommutative Diagramme

Gk(Y )
Gk(f) //

pY
k

��

Gk(X)

pX
k

��
Y

f // X

und es gilt:

Satz 1.9
Für jedes n gibt es eine Homotopieäquivalenz Gn(X) ' G̃n(X), sodass das
folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

Gn(X) ' //

pn
""F

FF
FF

FF
FF

G̃n(X)

p̃n||xxxxxxxx

X

Den Beweis dieses Satzes zitiere ich hier nicht. Man findet ihn in [CLOT03] auf
Seite 29ff. Als Konsequenz erhalten wir insbesondere, dass Satz 1.8 entsprechend
gilt, wenn wir G̃n(X) durch Gn(X) und p̃n durch pn ersetzen, denn einen Schnitt
zu pn gibt es genau dann, wenn es einen Schnitt zu p̃n gibt:

Korollar 1.10 (catG)
Es gilt catG(X) = n genau dann, wenn n die kleinste Zahl ist, für die es einen
Schnitt zur n-ten Ganea-Faserung pn : Gn(X)→ X gibt. 2

Wir wollen jetzt sehen, dass Gk(K(π, 1)) den Homotopietyp eines k-dimensionalen
CW-Komplexes hat. Dazu brauchen wir das folgende Lemma von Ganea ([Gan65]).

14



1.3 Ganeas Definition

Es sei

A ∗B := A×B × [0, 1]

/
(a, b, 0) ∼ (a′, b, 0)
(a, b, 1) ∼ (a, b′, 1)

das Join von A mit B und ∗nA das n-fache Join von A mit sich selbst. Bis
auf Homotopieäquivalenz erhält man A ∗ B auch als Homotopiekolimes des
Diagramms A A×Boo // B .

Lemma 1.11 (Ganea-Faser nach [Gan65])
Für die Faser Fn(X) der n-ten Ganea-Faserung pn zu einem CW-Komplex X

gilt
Fn(X) ' ∗n+1ΩX.

Ich folge im Wesentlichen dem Beweis von Selick in [Sel97].

Beweis:
Es gilt F0(X) = ΩX nach Definition. Induktiv folgt das Lemma aus der folgen-
den Aussage:

Ist F // E
p // B eine Faserung von

CW-Komplexen und F ′ // E′ p′ // B

die Faserung, die daraus wie in Gane-
as Konstruktion entsteht, also insbeson-
dere E′ = (E ∪F CF ) ×B BI . Dann gilt
F ′ ' F ∗ ΩB.

F

��

F ′

��
E

p

��

// E′ = (E ∪F CF )×B BI

p′

��
B B

In dieser Situation gilt

F ′ = (E ∪F CF )×B PB

= (E ×B PB) ∪F×BPB (CF ×B PB)

= colim(E ×B PB ← F ×B PB → CF ×B PB)

= colim(E ×B PB ← F × ΩB → CF × ΩB),

und allgemein

F ∗ ΩB ' hocolim(F ← F × ΩB → ΩB).

Die Inklusion η : F → E ×B PB, η(f) = (f, ∗) ist eine Homotopieäquivalenz,
wie man durch Zurückziehen der Faserung p : E → B mit der Schleifen-Wege-
Faserung PB → B sieht. Deshalb erhalten wir:

F ∗ ΩB ' hocolim(E ×B PB ← (E ×B PB)× ΩB → ΩB)

' hocolim(E ×B PB ← (E ×B PB)× ΩB → C(E ×B PB)× ΩB).
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Zusammen mit der Abbildung Φ : CF × ΩB → C(E ×B PB) × ΩB, die wir
durch Φ(f, t, ω) := ((f, ω), t, ω) definieren, haben wir folgendes Diagramm, das
bis auf Homotopie kommutiert:

F × ΩB �� //
v�

ι ))RRRRRRRRRRRRR

Φ|F×ΩB

��

CF × ΩB

Φ

��

((RRRRRRRRRRRRRRR

E ×B PB // F ′

(E ×B PB)× ΩB //

pr1 ((RRRRRRRRRRRRR
C(E ×B PB)× ΩB

((RRRRRRRRRRRRR

E ×B PB // F ∗ ΩB

Das obere und untere Rechteck ist jeweils ein Homotopie-Pushout. Das untere
ist eines nach Definition des Joins, und das obere ist ein Pushout mit einer
Kofaserung F × ΩB → CF × ΩB.
Es genügt also zu zeigen, dass die Abbildungen Φ und Φ|F×ΩB Homotopieäqui-
valenzen sind. Mit Hilfe des oberen Homotopie-Pushouts erhalten wir eine Ab-
bildung F ′ → F ∗ ΩB, die dann (siehe z.B. [CLOT03] S.301) auch eine Homo-
topieäquivalenz ist.
Φ ist aber offensichtlich eine Homotopieäquivalenz, denn die Kegel sind zu-
sammenziehbar, und auf den hinteren Faktoren ist Φ die identische Abbildung.
Dass auch Φ′ := Φ|F×ΩB eine Homotopieäquivalenz ist, sieht man an der Zer-
legung Φ′ ' Ψ ◦ (η × id), wobei Ψ : (E ×B PB) × ΩB → (E ×B PB) × ΩB

durch Ψ((e, λ), ω) := ((e, ωλ), ω) gegeben ist. Die Abbildung (η × id) ist eine
Homotopieäquivalenz, da η eine ist, und Ψ ist eine mit der homotopie-inversen
Abbildung ((e, λ), ω) 7→ ((e, ω−1λ), ω). Also ist auch Φ′ eine Homotopieäquiva-
lenz. 2

Damit läßt sich die Aussage über die Ganea-Räume zu Eilenberg-MacLane-
Räumen vom Typ (π, 1) beweisen:

Satz 1.12 (Gk(K(π, 1)))
Ist X = K(π, 1) ein Eilenberg-MacLane-Raum vom Typ (π, 1), dann hat der
k-te Ganea-Raum Gk(X) zu X den Homotopietyp eines k-dimensionalen CW-
Komplexes.

Beweis (nach den Bemerkungen in [CLOT03], Seite 28/29):
Jede Komponente von ΩX ist zusammenziehbar, denn ΩX ' π hat den Homo-
topietyp einer diskreten Menge. Mit der Definition A ∗ B = A × B × [0, 1]

/
∼
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sieht man induktiv, dass die n-te Ganea-Faser Fn(X) ' ∗n+1ΩX bis auf Homo-
topie ein Bouquet von n-Sphären ist. Die Behauptung über Gk(X) folgt dann
auch induktiv: G0(X) = PX ist zusammenziehbar und

Gk(X) ' C
(
Fk−1(X)

ik−1 // Gk−1(X)
)

erhalten wir bis auf Homotopie aus Gk−1(X) durch Ankleben von k-Zellen. 2

1.4 CW-Komplexe und obere Schranken für cat(X)

Eine erste obere Schranke für die Kategorie eines zusammenhängenden CW-
Komplexes, nämlich seine Dimension, wurde schon zu Beginn in Beispiel 1.3
vorgestellt. Es gibt viele Möglichkeiten diese Schranke zu verbessern. Ich will
hier zwei Sätze genauer behandeln:

Satz 1.13 ((n− 1)-zusammenhängende CW-Komplexe)
Sei X ein (n− 1)-zusammenhängender CW-Komplex, wobei n ≥ 1. Dann gilt

catWh(X) ≤ dim(X)
n

. (1.3)

Beweis:
Der Fall n = 1 wurde in Beispiel 1.3 behandelt. Sei also n ≥ 2. Wir können
annehmen, dass X nur eine 0-Zelle hat und keine weiteren Zellen in Dimensionen
< n (zum Beispiel nach [Hat02], siehe auch die Beweisskizze von Satz 2.3 auf
Seite 25). Wir wählen k so, dass n ·k ≤ dim(X) < n · (k+1) gilt und betrachten
den Produktraum Xk+1 mit der gewöhnlichen Produkt-Zellenzerlegung. Sei ∆̃
eine zelluläre Approximation von ∆ : X −→ Xk+1. Diese bildet nach T k+1

ab, da sich T k+1 von Xk+1 nur durch Zellen der Dimension größer oder gleich
n · (k + 1) > dim(X) unterscheiden.

T k+1(X)� _

j

��
X

∆
//

∆̃
;;v

v
v

v
v

Xk+1

Folglich gilt catWh(X) ≤ k ≤ dim(X)
n . 2

Bevor ich den nächsten Satz formuliere, will ich den Begriff der Unterraum-
kategorie einführen. Für A ⊂ X sagen wir catX(A) = n, wenn A mit n + 1
kategorischen Teilmengen von X überdeckt werden kann, aber nicht mit n.
Natürlich gilt catX(X) = cat(X) sowie catX(A) ≤ cat(X). Für A,B ⊂ X gilt
trivialerweise die Subadditivitätsformel catX(A∪B) ≤ catX(A)+ catX(B)+1.
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Satz 1.14 (cat(X −X(k−1))
Sei X ein n-dimensionaler CW-Komplex und X−X(k−1) wegzusammenhängend,
wobei X(r) das r-Skelett von X bezeichne. Dann gilt cat(X −X(k−1)) ≤ n− k.

Beweis:
Aufgrund der Subadditivität gilt

cat(X −X(k−1)) = catX−X(k−1)

(
n∐

r=k

X(r) −X(r−1)

)

≤ n− k +
n∑

r=k

catX−X(k−1)

(
X(r) −X(r−1)

)
.

Es reicht also für alle r ∈ {k, k + 1, . . . , n} zu zeigen, dass catX−X(k−1)(X(r) −
X(r−1)) = 0 gilt, also dass X(r)−X(r−1) von einer in X−X(k−1) offenen und zu-
sammenziehbaren Menge überdeckt wird. Im Folgenden sei r ∈ {k, k+1, . . . , n}
beliebig aber fest. X(r)−X(r−1) ist disjunkte Vereinigung von offenen r-Bällen,
also zusammenziehbar in X −X(k−1), weil X −X(k−1) wegzusammenhängend
ist. Wir müssen deshalb nur noch zeigen, dass X(r) −X(r−1) Retrakt einer in
X − X(k−1) offenen Menge Vn ist. Im Folgenden definieren wir für r ≤ l ≤ n

rekursiv Mengen Vl ⊃ X(r)−X(r−1), die offen in X(l)−X(k−1) und retrahierbar
auf X(r) −X(r−1) sind:
Zunächst sei Vr := X(r) − X(r−1). Ist die Menge Vl ⊃ X(r) − X(r−1) offen in
X(l)−X(k−1) und retrahierbar auf X(r)−X(r−1) bereits definiert, so erweitern
wir Vl wie folgt zu Vl+1: Wir wählen für jede (l + 1)-Zelle e einen Punkt xe in
ihrem Inneren, sowie radiale Homotopien he

t : X(l) ∪ (e− xe)→ X(l) ∪ (e− xe),
also Homotopien relativ zu X(l) mit he

0 = id, he
1 : X(l) ∪ (e − xe) → X(l) und

he
1 ◦ he

t = he
1. Die Menge (he

1)
−1(Vl) entsteht dann aus Vl durch Ankleben eines

in e offenen Kegelstumpfes über Vl ∩ ∂e. Wir definieren Vl+1 :=
⋃

e(h
e
1)
−1(Vl),

wobei die Vereinigung über alle (l + 1)-Zellen e läuft. Vl+1 ⊃ X(r) − X(r−1)

ist dann offen in X(l+1) − X(k−1) (schwache Topologie) und retrahierbar auf
X(r) −X(r−1). Das zeigt catX−X(k−1)

(
X(r) −X(r−1)

)
= 0. 2

Diesem Beweis liegt die gleiche Idee zugrunde, wie dem Beweis, dass jeder CW-
Teilraum eines CW-Komplexes X starker Deformationsretrakt einer in X offe-
nen Menge ist.

1.5 Untere Schranken für cat(X)

In diesem Abschnitt stelle ich zwei untere Schranken für die Kategorie vor,
die beide aus der Kohomologie folgen. Die einfachsten unteren Schranken für
die Kategorie eines Raumes X sind durch cup-Längen cupR(X) gegeben. Wir
sagen cupR(X) = n, wenn n die kleinste Zahl ist, sodass alle cup-Produkte in
H∗(X;R) mit mindestens n + 1 Faktoren positiven Grades verschwinden.
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Satz 1.15 (∪R und cat)
Es gilt cupR(X) ≤ cat(X) für jeden Koeffizientenring R.

Dieses Standardresultat findet sich auch in [CLOT03].

Beweis:
Es gelte cat(X) = n < ∞ und U0, . . . , Un sei eine kategorische Überdeckung
von X. Wir betrachten das folgende Diagramm, in dem die horizontalen Ab-
bildungen Tupel von Kohomologieklassen auf ihr cup-Produkt senden und die
vertikalen Abbildungen von den Inklusionen induziert werden:

Hk0(X, U0)× · · · ×Hkn(X, Un)

��

// H
∑

ki(X,
⋃

Ui) = 0

��
Hk0(X)× · · · ×Hkn(X) // H

∑
ki(X)

Das Diagramm kommutiert nach Definition der cup-Produkte. Da die Ui in X

zusammenziehbar sind, ist die vertikale Abbildung links für ki ≥ 1 surjektiv,
denn jede Komponente ist es dann. Also gilt cup(X) ≤ n, denn ein Produkt
von n + 1 nichttrivialen Kohomologieklassen liegt dann im Bild der trivialen
Gruppe rechts oben. 2

Beispiel 1.16 (cat(RPn−1))
Es gilt cat(RPn−1) = n− 1, denn als obere Schranke haben wir die Dimension
und als untere Schranke die cup-Länge für Z/2Z-Koeffizienten, die jeweils gleich
n− 1 sind.

Definition 1.17 (R-Gewicht)
Sei pn : Gn(X)→ X die n-te Ganea-Faserung.
Für u ∈ H∗(X;R) mit u 6= 0 sei das R-Gewicht von u, kurz wgtR(u), das
größte k, sodass p∗k−1(u) = 0 ∈ H∗(Gk−1(X);R).

Satz 1.18 (Eigenschaften von wgtR, siehe [CLOT03] Seite 64 und 242f)

Sei u ∈ Hk(X;R) und u 6= 0. Dann gilt:

1. wgtR(u) ≤ cat(X).

2. Ist X ein CW-Komplex und u ∈ Hk(X;R), so gilt wgtR(u) ≤ k.

3. Ist u ∈ Hk(K(π, 1);R) eine Klasse in der Kohomologie eines Eilenberg-
MacLane-Raumes vom Typ (π, 1), so gilt wgtR(u) = k.

4. Für eine Abbildung f : Y → X mit f∗(u) 6= 0 gilt wgtR(f∗(u)) ≥
wgtR(u). Mit anderen Worten: Verschwindet eine Klasse beim Zurück-
ziehen nicht, so kann sich ihr Gewicht nicht verringern.
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Beweis:
Satz 1.18.1. folgt direkt aus Ganeas Definition 1.8 auf Seite 12: Gilt cat(X) = n,
dann gibt es einen Schnitt sn zu pn. Also gilt s∗n ◦ p∗n = (pn ◦ sn)∗ = id∗. Das
zeigt p∗n(u) 6= 0 und folglich wgtR(u) ≤ n = cat(X).
Zum Beweis von 1.18.2 betrachten wir das k-Skelett X(k) von X. Aufgrund der
Funktorialität von Ganeas Konstruktion haben wir das folgende kommutative
Diagramm, indem ik : X(k) → X die Inklusion ist:

Gk(X(k))
Gk(ik) //

pX(k)

k
��

Gk(X)

pX
k

��
X(k)

ik // X

Zu pX(k)

k gibt es einen Schnitt, weil cat(X(k)) ≤ k gilt. Also ist (pX(k)

k )∗ =
H∗(pX(k)

k ;R) injektiv. Weil auch Hk(ik;R) injektiv ist, gilt H∗(pX
k ;R)(u) 6= 0 ∈

Hk(Gk(X);R) und folglich wgtR(u) ≤ k.
Wegen 1.18.2 ist für 1.18.3 nur noch zu beweisen, dass auch wgtR(u) ≥ k

gilt. Dies folgt aber, da Gn(K(π, 1)) nach Satz 1.12 den Homotopietyp eines
n-dimensionalen CW-Komplexes hat. Die Abbildung p∗n : Hk(K(π, 1);R) →
Hk(Gn(K(π, 1));R) ist für n ≤ k − 1 folglich die Nullabbildung.
Zum Beweis von 1.18.4 betrachten wir das folgende Diagramm:

Gk−1(Y )
Gk−1(f) //

pY
k−1

��

Gk−1(X)

pX
k−1

��
Y

f // X

Es zeigt, dass (pY
k−1)

∗(f∗(u)) = Gk−1(f)∗((pX
k−1)

∗(u)) = 0 aus (pX
k−1)

∗(u) = 0
folgt. 2

1.6 Hardies i-Kategorie

Hardie hat in [Har71a], [Har71b] den Blick auf eine weitere Definition gerichtet.
Seine Version verallgemeinert die von Whitehead. Ich behandle hier eine Version
mit offenen Mengen:

Definition 1.19 (i-Kategorie)
Für eine natürliche Zahl i ≥ 1 sei cati(X) die kleinste Zahl n, sodass es ei-
ne Überdeckung von X mit zusammenziehbaren offenen Mengen U1, . . . , Un+1

gibt, sodass jedes x ∈ X in mindestens i dieser Mengen enthalten ist. So eine
Überdeckung nennen wir eine kategorische i-Überdeckung von X.

Offensichtlich gilt cat1(X) = cat(X). Allgemeiner gilt:
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Satz 1.20 (Kategorie und i-Kategorie)
Ist X normal und wegzusammenhängend, so gilt

cat(X) = cati(X)− i + 1

Beweis:
Zum Beweis von cat(X) ≥ cati(X)− i+1 reicht es, folgende Aussage zu zeigen:

Ist U1, . . . , Un+1 eine kategorische i-Überdeckung von X, so gibt es
eine offene Menge Un+2, sodass U1, . . . , Un+1, Un+2 eine kategorische
(i + 1)-Überdeckung von X ist.

Um diese Aussage zu beweisen, führe ich die Übungsaufgabe 1.12 in [CLOT03]
aus:
Wir definieren die offenen Mengen

Fm :=
{

x ∈ X
∣∣∣x liegt in mindestens i der Mengen U1, . . . , Ûm, . . . , Un+1

}
.

Offensichtlich ist Fm offen und es gilt X −Fm ⊂ Um. Da X normal ist, können
wir induktiv für m = 1, 2, . . . , n + 1 offene Mengen Vi wählen, die folgende
Inklusionskette erfüllen:

(X − Fm)
⋂m−1⋂

j=1

(X − Uj)

 ⊂ Vm ⊂ V m ⊂ Um

⋂m−1⋂
j=1

(X − V j)

 (1.4)

Für m = 1 ist das offensichtlich und haben wir V1, V2, . . . , Vm−1 bereits so
gewählt, gilt nämlich neben X−Fm ⊂ Um auch

⋂m−1
j=1 (X−Uj) ⊂

⋂m−1
j=1 (X−V j).

Wegen der letzten Inklusionsrelation in (1.4) sind die Vi paarweise disjunkt. Und
weil Vi ⊂ Ui nach Konstruktion, ist Un+2 :=

⋃n+1
i=1 Vi zusammenziehbar in X.

Man muss sich nur noch klar machen, dass U1, . . . , Un+1, Un+2 eine kategorische
(i+1)-Überdeckung von X ist. Das ist aber klar: Angenommen x ∈ X war noch
nicht in i+1 der Mengen U1, . . . , Un+1 enthalten, und sei k minimal mit x ∈ Uk.
Dann folgt x ∈ (X − Fk) sowie x ∈

⋂k−1
j=1 X − Uj . Also gilt x ∈ Vk nach Wahl

der Vm.
Der Beweis der umgekehrten Ungleichung cat(X) ≤ cati(X)− i + 1 ist trivial:
Nehmen wir von einer kategorischen i-Überdeckung i − 1 der überlagernden
Mengen weg, so erhalten wir eine kategorische (1-)Überdeckung von X. 2

Damit lässt sich die Produkt-Ungleichung cat(X × Y ) ≤ cat(X) + cat(Y ) für
normale, wegzusammenhängende Räume beweisen:

Beweis von Satz 1.4.4 auf Seite 10:
Sei cat(X) = n und cat(Y ) = m. Wir wählen eine kategorische (m + 1)-Über-
deckung {Ui} für X und eine kategorische (n + 1)-Überdeckung {Vj} für Y

minimaler Länge. Beide haben die Länge n + m + 1. Deshalb wird X × Y von
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{Wk := Uk × Vk|(1 ≤ k ≤ n + m + 1)} überdeckt: Denn jeder Punkt von X ist
in höchstens n der Ui nicht enthalten und jeder Punkt von Y ist in höchstens
m der Vj nicht enthalten. Also liegt jedes Paar (x, y) in mindestens einer der
Mengen Wk. 2
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Kapitel 2

Konfigurationsräume

2.1 Grundlegendes

Für einen topologischen Raum X und eine positive ganze Zahl n definieren wir
den geordneten n-fachen Konfigurationsraum

C̃n(X) := {(x1, . . . , xn) ∈ Xn|xi 6= xj für 1 ≤ i 6= j ≤ n}. (2.1)

Das ist der Raum aller n-Tupel mit paarweise verschiedenen Koordinaten. Auf
dem Raum C̃n(X) operiert die symmetrische Gruppe Σn durch Permutation
der Koordinaten. Dividieren wir diese Aktion heraus, so erhalten wir den un-
geordneten Konfigurationsraum

Cn(X) := C̃n(X)/Σn, (2.2)

den Raum aller n−elementigen Teilmengen von X. Gemäß ihrer Konstruktion
ist die Topologie von Konfigurationsräumen durch die Produkt-, Teilraum- und
Quotiententopologie bestimmt. Die Operation von Σn auf C̃n(X) ist frei. Weil
die symmetrische Gruppe Σn endlich ist, operiert sie, falls X hausdorffsch ist,
auch eigentlich diskontinuierlich und die Quotientenabbildung C̃n(X)→ Cn(X)
ist eine reguläre Überlagerung.
Ist M eine Mannigfaltigkeit der Dimension m, so sind C̃n(M) und Cn(M)
Mannigfaltigkeiten der Dimension nm. Die nachstehende fundamentale Folge
von Faserungen πi für eine Mannigfaltigkeit der Dimension dim(M) ≥ 2 ist ein
wesentliches Ergebnis von Fadell und Neuwirth aus [FN62]. Dabei bezeichne πi

die Projektion auf die i-te Koordinate und Mt entstehe aus M durch Wegneh-
men von t Punkten, die wir fest wählen und zwar so, dass M = M0 ⊃ M1 ⊃
M2 ⊃ · · · . Wir erhalten

C̃n(M)

πn

��

C̃n−1(M1)oo

πn−1

��

C̃n−2(M2)oo

πn−2

��

· · ·oo C̃2(Mn−2)oo

π2

��

Mn−1
oo

M = M0 M1 M2 Mn−2
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Im nächsten Abschnitt zeige ich, was sich bei der Untersuchung dieser Faserun-
gen im Fall M = Rm ergibt.

2.2 Euklidische Konfigurationsräume

Setzen wir M = Rm mit m ≥ 2, so erhalten wir bis auf Homotopieäquivalenz
das folgende Diagramm:

C̃n(Rm)

πn

��

C̃n−1(Rm
1 )oo

πn−1

��

C̃n−2(Rm
2 )oo

πn−2

��

· · ·oo C̃2(Rm
n−2)oo

π2

��

∨
n−1

Sm−1oo

Rm Sm−1
∨
2

Sm−1 · · ·
∨

n−2
Sm−1

Für m ≥ 2 folgt daraus durch wiederholte Anwendung der langen exakten
Homotopiesequenz sofort, dass C̃n(Rm) (m − 2)-zusammenhängend ist. Obige
Folge von Faserungen erlaubt auch die Berechnung der Kohomologie der ge-
ordneten Konfigurationsräume (siehe [CLM76], [CT78], [FH01], [Coh95]). Ich
zitiere nach [Coh95], Seite 22:

Satz 2.1 (Kohomologie von C̃n(Rm))
Für m ≥ 2 wird der Kohomologiering H∗(C̃n(Rm); Z) von Elementen Ai,j er-
zeugt, wobei 1 ≤ j < i ≤ n. Für ihren Grad gilt |Ai,j | = m−1. Ein vollständiges
Erzeugendensystem für die Relationen ist durch

1. A2
i,j = 0

2. Ai,jAi,k = Ak,j(Ai,k −Ai,j) für j < k < i

3. Assoziativität und (graduierte) Kommutativität

gegeben.

Folgerung 2.2 (cupZ(C̃n(Rm)))

1. H
q(C̃n(Rm); Z)

{
6= 0 und frei, falls q = k(m− 1) mit 1 ≤ k ≤ n− 1,
= 0 sonst.

2. Insbesondere gilt cupZ(C̃n(Rm)) = n− 1.

Die Kohomologie der ungeordneten Konfigurationsräume ist erheblich kompli-
zierter, und es gibt offene Fragen. Eine einigermaßen explizite Beschreibung
dieser Ringe ist nur für Spezialfälle in der Literatur zu finden. Zum Beispiel
ist die cup-Länge im Ring H∗(Cn(Rm); Z) im Allgemeinen nicht bekannt und
womöglich nicht in geschlossener Form darstellbar. Selbst die maximale Höhe
eines beliebigen Elements in H∗(Cn(Rm); Z) ist unbekannt. Fred Cohen äußer-
te die Vermutung, dass die Höhe im Fall m = 2r + 1 durch 2r+1 gegeben sein
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könnte. Jedenfalls konnte ich durch Untersuchung von cup-Längen keine inter-
essanten unteren Schranken für die Kategorie cat(Cn(Rm)) finden. Ich danke
Fred Cohen für seine Anmerkungen zu diesen Fragen.
Im Fall m = 2 wurde eine explizite Beschreibung der Ringe H∗(Cn(R2); Z) =
H∗(Bn; Z) durch Fuks und Văınštĕın ([Fuk70], [Vai78]) gegeben. Dabei be-
zeichnet Bn = π1(Cn(R2)) die n-te Zopfgruppe. Der Ansatz nutzt eine Zel-
lenzerlegung der Einpunkt-Kompaktifizierung Cn(R2)∞ und dann den Poin-
caré-Lefschetz-Isomorphismus H∗(Cn(R2); Z) ∼= H2n−∗(Cn(R2)∞; Z). Die Idee
der Zellenzerlegung wurde später von Vassiliev verallgemeinert. Im Folgenden
spreche ich zunächst über CW-Modelle von euklidischen Konfigurationsräumen
oder deren Einpunkt-Kompaktifizierungen, und kehre dann im übernächsten
Abschnitt zur Kohomologie zurück.

2.3 Zelluläre Modelle und Euklidische Konfigurations-

räume

Zunächst beschäftigen wir uns wieder mit geordneten Konfigurationsräumen
und ziehen eine Folgerung aus Satz 2.1:

Satz 2.3 (Zellenmodell für C̃n(Rm) falls m ≥ 3)
Sei m ≥ 3. Dann gibt es einen zu C̃n(Rm) homotopieäquivalenten CW-Komplex
Y , der nur Zellen in den Dimensionen q · (m− 1) hat, wobei q = 0, 1, . . . , n− 1
gilt.

Beweisskizze:
Der Raum C̃n(Rm) hat als differenzierbare Mannigfaltigkeit den Homotopietyp
eines CW-Komplexes. Da C̃n(Rm) für m ≥ 3 einfach zusammenhängend ist,
kann ein Komplex Y wie in Satz 2.3 explizit konstruiert werden. Dies ist in
[Hat02], Kapitel 4.C, Seite 429f (auch für den Fall nicht freier Homologie) aus-
geführt. Man konstruiert die Skelette Y (k) von Y induktiv, jeweils zusammen
mit einer Abbildung f (k) : Y (k) → C̃n(Rm), die eine Homologieäquivalenz in
Graden ≤ k induziert. Man beachte, dass anders als in Hatchers Beweis nicht
nur ”<“, sondern wirklich ”≤“ gilt, weil in unserem Fall die Homologie frei ist.
Wegen Folgerung 2.2 erhalten wir für Y := Y ((n−1)(m−1)) und f := f ((n−1)(m−1))

eine Homologieäquivalenz f : Y → C̃n(Rm), die nach dem Satz von Whitehead
eine Homotopie äquivalenz ist. 2

Eine geometrische Konstruktion solcher Zellenmodelle findet sich in [FH01].
Dort wird das Ergebnis mit besonderer Begründung auch für m = 2 hergeleitet.

Wir wenden uns nun den Einpunkt-Kompaktifizierungen Cn(Rm)∞ zu. Um die
Kohomologie der Zopfgruppen mit Z/2Z-Koeffizienten zu berechnen, beschrieb
Fuks in [Fuk70] folgende Zellenzerlegung von Cn(R2)∞: Einzige Nullzelle ist der
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Punkt ∞. Weiter haben wir für jede geordnete Partition (m1, . . . ,mq) von n

eine Zelle e(m1, . . . ,mq) der Dimension n + q. Es gilt also q > 0,
∑

mi = n

und mi ∈ N>0 für alle 1 ≤ i ≤ q. Die Zelle e(m1, . . . ,mq) ⊂ Cn(R2) ist die
Menge aller n-Konfigurationen in R2, die auf q vertikalen Linien konzentriert
sind, und zwar so, dass genau mi der Punkte auf der i-ten Senkrechten (von
links gezählt) liegen. Um einen Punkt ζ ∈ e(m1, . . . ,mq) zu wählen, haben
wir n + q Freiheitsgrade: q um die Abszissen der q Senkrechten zu wählen und
n für die Wahl der Ordinaten. In [Fuk70] konstruiert Fuks Homöomorphis-
men e(m1, . . . ,mq) ∼= (0; 1)(n+q) und charakteristische Abbildungen, die zeigen,
dass die Zellen e(m1, . . . ,mq) zusammen mit dem Punkt ∞ die Zellen einer
CW-Zerlegung von Cn(R2)∞ bilden. Für die Randabbildung ∂ im zugehörigen
zellulären Kettenkomplex mit Z/2Z-Koeffizienten gilt nach [Fuk70]

∂e(m1, . . . ,mq) =
q−1∑
i=1

(
mi + mi+1

mi

)
e(m1, . . . ,mi + mi+1, . . . ,mq). (2.3)

Diese Formel erklärt sich so: Wenn wir eine Konfiguration ζ in e(m1, . . . ,mq)
so in den Rand verschieben, dass die Punkte von der i-ten und (i + 1)-ten
Senkrechten auf einer gemeinsamen Senkrechten landen, so gibt es

(
mi+mi+1

mi

)
Möglichkeiten, wie diese mi + mi+1 Punkte auf der neuen Senkrechten ver-
teilt sein können, siehe Abbildung 2.1 für ein Beispiel. Man beachte, dass sich
die Anordnung von Punkten, die von der gleichen Senkrechten kommen, nicht
ändern kann. Jede Art, die Punkte zu shuffeln gibt einen der Summanden
e(m1, . . . ,mi + mi+1, . . . ,mq) in (2.3) und wir müssen alle Paare von benach-
barten Geraden berücksichtigen.
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Abbildung 2.1: Eine Konfiguration ζ ∈ C6(R2), die nach der Zellenzerlegung von
Fuks ([Fuk70]) in der Zelle e(3, 1, 2) liegt: ζ ist auf drei Senkrechten konzentriert, wobei
auf der linken 3, auf der mittleren 1 und auf der rechten 2 Punkte von ζ liegen. Rechts
ist verdeutlicht, warum die Zelle e(4, 2) in der Randformel (2.3) genau 4 =

(
3+1
1

)
-mal

auftritt: Es gibt 4 Möglichkeiten, den Punkt auf der mittleren Senkrechten auf der
linken Senkrechten einzuordnen.

Die Zellen e(m1, . . . ,mq) von Cn(R2)∞ lassen sich zur Vorbereitung einer Ver-
allgemeinerung auf die Räume Cn(Rm)∞ für m ≥ 2 auf eine weitere Art be-
schreiben, nämlich mit Bäumen. Dies geht auf Vassiliev zurück, siehe [Vas88]

26
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und [Vas92]. Einer Zelle e(m1, . . . ,mq) ⊂ Cn(R2) ordnen wir zunächst folgen-
dermaßen einen Baum zu. In Abbildung 2.2 und 2.4 sind zwei Fälle illustriert.
Zunächst geben wir uns drei horizontale Hilfslinien L0, L1 und L2 vor, wobei
L0 über L1 und L1 über L2 liegen soll. Auf der obersten Hilfslinie L0 markieren
wir eine Ecke, auf der mittleren q und auf der unteren n. Wir verbinden dann
die Ecke auf L0 mit allen q Ecken auf L1 durch Kanten. Zusätzlich verbinden
wir die i-te Ecke auf L1 mit mi Ecken auf L2 und zwar der Reihe nach von
links nach rechts, sodass jede Ecke von L2 mit genau einer Ecke von L1 verbun-
den wird ohne dass Überkreuzungen entstehen. Einen solchen Baum nennen wir
einen (n, 2)-Baum. Dabei sollen (n, 2)-Bäume, die durch isotope horizontale Ver-
schiebungen von Ecken ineinander übergehen, als gleich betrachtet werden. Die
(n, 2)-Bäume entsprechen dann bijektiv den Zellen e(m1, . . . ,mq) ⊂ Cn(R2).
Das sieht man leicht, wenn man bedenkt, dass sowohl jeder (n, 2)-Baum, als
auch jede Zelle der Form e(m1, . . . ,mq) genau einer geordneten Zerlegung der
Zahl n entspricht. Der zu e(m1, . . . ,mq) gehörende Baum hat genau q Ecken
auf L1 und mi ist die Anzahl der Ecken auf L2, die mit der i-ten Ecke auf L1

verbunden sind.
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Abbildung 2.2: Der Baum, den wir der Zelle e(3, 1, 2) ⊂ C6(R2) zuordnen und somit
auch der Konfiguration ζ aus Abbildung 2.1, die in der Zelle e(3, 1, 2) liegt.

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Formel (2.3) in der graphischen Bestimmung
der Randabbildung mit Bäumen wiederfindet. Es ist klar, dass der Rand einer
(n+q)-dimensionalen Zelle e(m1, . . . ,mq) durch eine Summe von (n, 2)-Bäumen
beschrieben wird, von denen jeder genau q−1 Ecken auf der mittleren Hilfslinie
hat, denn nur solche Bäume repräsentieren Zellen der Dimension n + q − 1.
Genauer erhalten wir den zu einem Summanden e(m1, . . . ,mi + mi+1, . . . ,mq)
aus (2.3) gehörenden Baum, indem wir im Baum zu e(m1, . . . ,mq) die i-te und
(i + 1)-te Ecke auf L1 miteinander verschmelzen. Es entsteht eine neue Ecke,
mit mi + mi+1 nach unten abgehenden Kanten, siehe Abbildung 2.3 für ein
Beispiel.
Dieser Baum muss nach Formel (2.3) genau

(
mi+mi+1

mi

)
-mal auftreten. Um die

spätere Verallgemeinerung vorzubereiten, stelle man sich vor, dass wir diese
Summanden durch shuffeln der Familien A und B der mi bzw. mi+1 Kanten
erhalten, die im Baum zu e(m1, . . . ,mq) von der i-ten bzw. (i+1)-ten Ecke auf
L1 nach unten abgehen. Besser noch stellen wir uns unter A und B schon jetzt
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Abbildung 2.3: In der Mitte und rechts sind die zwei Bäume abgebildet, die aus dem
Baum links beim Verschmelzen von Ecken entstehen können, die die Bedingungen von
Seite 30 erfüllen. Um den Rand zu bestimmen, müssen wir noch shuffeln (analog zu
Formel (2.3)). Es entsteht viermal der mittlere Baum und dreimal der rechte. Modulo
zwei ist der Rand des linken Baumes also durch den rechten gegeben.

Familien von Unterbäumen mit mi bzw. mi+1 Elementen vor. Die Elemente von
A sind genau die Kanten, die im Baum zu e(m1, . . . ,mq) von der i-ten Ecke auf
L1 nach unten abgehen, zusammen mit den anhängenden Ecken. Entsprechen-
des gilt für B.

Wie schon erwähnt, hat Vassiliev Fuks’ Vorgehen verallgemeinert und Zellen-
zerlegungen für Cn(Rm)∞ beschrieben, siehe [Vas88] und [Vas92], S. 28ff. Wie
im Fall m = 2 hat Cn(Rm)∞ nur den Punkt ∞ als 0-Zelle. Die weiteren Zel-
len beschreibt Vassiliev durch Bäume. Ich beschreibe zunächst, wie man einer
Konfiguration ζ ∈ Cn(Rm) direkt einen Baum zuordnet. Die weiteren Zellen
von Cn(Rm)∞ definieren wir später als Mengen von Konfigurationen, denen
der gleiche Baum zugeordnet wird.
Wir wählen eine Orthogonalbasis des Rm und betrachten für 0 ≤ i ≤ m die
Mächtigkeiten ni := #πi(ζ), wobei πi die orthogonale Projektion auf den von
den ersten i Basisvektoren aufgespannten Raum sei. Stets gilt n0 = 1, sowie
nm = n. Dann geben wir uns m + 1 horizontale Hilfslinien L0, . . . Lm vor, die
wir von oben nach unten anordnen, und markieren auf Li genau ni Punkte.
Wir können die Punkte auf Li den Elementen von πi(ζ) eindeutig zuordnen,
indem wir jeweils lexikographisch ordnen. Es bleibt zu sagen, welche der Punkte
durch Kanten verbunden werden sollen: Wir verbinden zwei Punkte a ∈ Li und
b ∈ Li+1 genau dann, wenn es ein x ∈ ζ gibt, sodass πi(x) = a und πi+1(x) = b.
Zum Beispiel ist der einzige Punkt auf L0 immer mit allen Punkten auf L1

verbunden.

Beispiel 2.4
Wir wählen die kanonische Basis des R2 und betrachten eine Konfiguration
ζ ∈ C3(R2). Weiter nehmen wir an, dass ζ = {(xi, yi)|1 ≤ i ≤ 3} mit x1 <

x2 = x3 und y2 < y3 gilt. Der ζ zugeordnete Baum hat dann die Gestalt aus
Abbildung 2.4. Allgemeiner wird einer beliebigen Konfiguration in C3(R2) einer
der Bäume aus Abbildung 2.5 zugeordnet.
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•

• •

• • •

��
��

��
��

��
�

����������

77777777777

//
//

//
//

//

L2 n2 = 3

L1 n1 = 2

L0 n0 = 1

//

OO

×

×

×

+
x1

+
x2 = x3

+y2

+y1

+y3

Abbildung 2.4: Links ist der Baum abgebildet, den wir der Konfiguration ζ aus
Beispiel 2.4 zuordnen. Rechts ist eine Möglichkeit angegeben, wie ζ in der euklidischen
Ebene liegen könnte, was den Zusammenhang zu Fuks’ Beschreibung zeigt: ζ liegt in
der Zelle e(1, 2). Mit obigen Bezeichnungen gilt n1 = q.
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Abbildung 2.5: Die Abbildung zeigt die Zellen positiver Dimension in Fuks’ Zer-
legung des Raumes C3(R2)∞, dargestellt durch ihre repräsentierenden Bäume. Hinzu
kommt lediglich noch der Punkt ∞ als einzige Nullzelle.

Diese Zuordnung definiert eine Äquivalenzrelation auf Cn(Rm). Die Äquivalenz-
klassen [ζ], also die maximalen Mengen von n-Konfigurationen im Rm, denen
derselbe Baum zugeordnet wird wie ζ, sind homöomorph zu (0; 1)

∑m
i=1 ni und

bilden die Zellen von Vassilievs Zerlegung. Ich bezeichne auch den Baum mit
[ζ], und seine Dimension sei gleich der Dimension einer Zelle, die er repräsen-
tiert, also gleich

∑m
i=1 ni. Das ist die Anzahl seiner Kanten. Nach Vassiliev

([Vas88],[Vas92]) erhält man eine CW-Zerlegung von Cn(Rm)∞. Ich füge eine
triviale Folgerung über die Dimension der Zellen hinzu:

Satz 2.5
Es gibt eine CW-Zerlegung der Einpunkt-Kompaktifizierung Cn(Rm)∞, die als
einzige Nullzelle den Punkt ∞ enthält. Abgesehen von dieser Nullzelle hat die
Zerlegung nur Zellen in den Dimensionen k mit n + m− 1 ≤ k ≤ n ·m.

Die Aussage über die Dimensionen der Zellen ist sofort klar, wenn man die sie
repräsentierenden Bäume betrachtet. In Abbildung 2.6 sind die Bäume mit mi-
nimaler positiver und maximaler Dimension, also Kantenzahl angegeben.
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Abbildung 2.6: Vassilievs Zellenzerlegung von Cn(Rm) hat jeweils genau eine Zelle
der Dimension n + m − 1 und nm. Es gilt Dimension=Kantenzahl. Die Abbildung
zeigt die sie repräsentierenden Bäume. Dies sind die Zellen minimaler positiver und
maximaler Dimension.

Betrachten wir als nächstes, wie wir die Differentiale in dem zu obiger Zellenzer-
legung gehörenden zellulären Kettenkomplex mithilfe von Bäumen beschreiben
können. Wie vorhin beschränken wir uns auf Koeffizienten in Z/2Z.

Im Folgenden sei ein Baum [ζ] der Dimension l fest gewählt, also ein Baum, der
eine l-Zelle repräsentiert.
Weiter seien a, b zwei Ecken in [ζ], die den folgenden drei Bedingungen genügen:

1. Die Ecken a und b liegen auf derselben Horizontalen Li, wobei 1 ≤ i ≤
m− 1.

2. Zwischen a und b liegt keine weitere Ecke.

3. Die Ecken a und b sind durch Kanten mit demselben Punkt auf Li−1

verbunden.

Angenommen a ist mit na Ecken in Li+1 verbunden und b mit nb. Dann bilden
wir wie folgt eine Summe von

(
na+nb

na

)
Bäumen der Dimension l− 1, siehe auch

Abb. 2.7. Ausgehend von dem Baum [ζ] lassen wir die Punkte a und b auf Li

zusammenlaufen und schließlich verschmelzen, mit ihnen die beiden Kanten, die
sie mit einem Punkt auf Li−1 verbinden. Wir erhalten einen Baum der Dimen-
sion l−1. Dies ist einer der Summanden. Die weiteren Summanden erhalten wir
so: Jede von a oder b nach unten abgehende Kante definiert einen Teilbaum von
[ζ], der neben der Kante auch alles enthält, was unter ihr liegt. Wir erhalten
also zwei Familien von Unterbäumen A und B mit na bzw. nb Elementen. Im
bereits beschriebenen Summanden finden wir diese Unterbäume in derselben
Anordnung von links nach rechts wie in [ζ]. Wir erhalten alle

(
na+nb

na

)
Summan-

den, wenn wir diese Anordnung variieren, nämlich durch shuffeln der beiden
Familien von Unterbäumen A und B.
Die gesamte Randabbildung erhalten wir, wenn wir dieses Vorgehen für jedes
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ungeordnete Paar von Ecken a, b, die den obigen drei Bedingungen genügen,
wiederholen.

Für festes n und m erhalten wir so einen Kettenkomplex C•(n, m) von so-
genannten (n, m)-Bäumen, dessen Homologie gleich H∗(Cn(Rm)∞; Z/2Z) ist,
denn in positiver Dimension ist dieser Komplex gerade der zelluläre Ketten-
komplex mit Z/2Z-Koeffizienten zu Vassilievs CW-Zerlegung. Indizieren wir
die Kettengruppen dieses Komplexes nicht mit der Dimension der Bäume, son-
dern mit ihrer Kodimension (= n · m−Anzahl der Kanten), so erhalten wir
einen Kokettenkomplex, dessen Homologie im Grad q aufgrund des Poincaré-
Lefschetz-Isomorphismus

Hq(Cn(Rm); Z/2Z) ∼= Hnm−q(Cn(Rm)∞; Z/2Z)

direkt den Isomorphietyp der Kohomologie Hq(Cn(Rm); Z/2Z) liefert. Eine Ver-
sion der Poincaré-Lefschetz-Dualität für relative Mannigfaltigkeiten findet man
in [Dol72] auf Seite 297. Ich bezeichne diesen neu indizierten Kokettenkom-
plex als den Kokettenkomplex C•(n, m) der (n, m)-Bäume. Man beachte, dass
die Parameter n und m so gewählt sind, wie in [Vas88]. In [Vas92] sind sie
vertauscht.
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Abbildung 2.7: Die Abbildung soll die Wirkung des Randoperators ∂ im Koketten-
komplex C•(n, m) der (n, m)-Bäume verdeutlichen. Im Bild gilt n = 6 und m = 4. Wir
verschmelzen zunächst die Ecken a und b und müssen dann die zugehörigen Familien
von Unterbäumen A und B miteinander shuffeln. Die Familie B besteht nur aus einem
Element, nämlich dem Teilbaum, der im Bild gepunktet dargestellt ist. A besteht aus
zwei Teilbäumen, sie liegen beide ”unter a“: Die Kanten des einen sind genau die an
a′, die Kanten des anderen sind die an b′ anliegenden. Für die vollständige Berechnung
des Randes müssen wir noch berücksichtigen, was beim Verschmelzen der Punkte a′

und b′ passiert, denn auch dieses Punktepaar erfüllt die drei Bedingungen von Seite
30. Die Summanden heben sich aber auf: In diesem Fall entsteht beim Shuffeln viermal
der gleiche Baum und wir rechnen modulo 2.

Beispiel 2.6
Wir betrachten die einzige 4-Zelle in der Zerlegung von C3(R2)∞. Modulo 2 ist
sie ein Rand, wie Abbildung 2.8 zeigt. Mit dem Poincaré-Lefschetz-Isomorphis-
mus folgt dann H2(C3(R2); Z/2Z) ∼= H4(C3(R2)∞; Z/2Z) ∼= 0.
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Abbildung 2.8: Ein Beispiel für die Wirkung des Randoperators ∂ im Koketten-
komplex C•(3, 2) der (3, 2)-Bäume. Weil wir modulo 2 rechnen, ist der dreimal abge-
bildete Baum ein Rand. Er repräsentiert die einzige 4-Zelle in Vassilievs Zerlegung von
C3(R2)∞. Mit dem Poincaré-Lefschetz-Isomorphismus folgt dann H2(C3(R2); Z/2Z) ∼=
H4(C3(R2)∞; Z/2Z) ∼= 0.

Im nächsten Abschnitt werde ich Beispiel 2.6 verallgemeinern und aus Vassi-
lievs Zellenzerlegung weitere Folgerungen ableiten.

Zur Randabbildung im Komplex C•(n, m) sei noch folgendes bemerkt: Hat ein
Baum [ζ] bereits n Ecken auf der Hilfslinie Li, so gilt dies auch für alle Bäume
in ∂[ζ]. Ein Baum in ∂[ζ], für den dies nicht gilt, muss nämlich aus [ζ] durch
Verschmelzen zweier Punkte auf Li entstehen. Aber selbst wenn es ein Punkte-
paar auf Li gibt, das den Bedingungen auf Seite 30 genügt, liefert dieses Paar
keinen Beitrag zum Rand: Die zwei Familien von Unterbäumen, die wir shuffeln
müssen, sind nämlich gleich und haben je ein Element. Also tritt der Baum im
Rand mit dem Faktor 2 auf.
Die Menge aller (n, m)-Bäume [ζ] mit πk(ζ) = n > πk−1(ζ) bildet deshalb einen
Unterkomplex C•k(n, m) von C•(n, m) und es gilt ([Vas92], Seite 30):

Satz 2.7
Der Komplex C•(n, m) zerfällt in die direkte Summe seiner Unterkomplexe
C•k(n, m):

C•(n, m) =
m⊕

k=1

C•k(n, m)

2.4 Zur Kohomologie der ungeordneten Euklidischen

Konfigurationsräume

Wir betrachten zunächst die von den Inklusionen Rm → Rm+1 induzierten Ab-
bildungen C̃n(Rm)→ C̃n(Rm+1) und Cn(Rm)→ Cn(Rm+1). Mit den Kolimites
C̃n(R∞) := colimm→∞ C̃n(Rm) und Cn(R∞) := colimm→∞ Cn(Rm) erhalten
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wir das folgende kommutative Diagramm:

Σn

��

Σn

��

C̃n(Rm) //

��

C̃n(R∞) ' ∗

��
Cn(Rm)

fn
m,∞ // Cn(R∞) = K(Σn, 1)

Weil C̃n(R∞) zusammenziehbar ist, ist Cn(R∞) ∼= K(Σn, 1) ein Eilenberg-
MacLane-Raum. Wegen Satz 1.18 sind die Bilder der Abbildung

Cn(Rm)
fn

m,∞ //Cn(R∞) ∼= K(Σn, 1)

unter Kohomologiefunktoren für unsere Zwecke von größtem Interesse. Für die
singuläre Kohomologie mit Z/2Z-Koeffizienten gilt der folgende Satz:

Satz 2.8 ([Vas92], Seite 27)
Für alle n, m ∈ N ist die von fn

m,∞ induzierte Abbildung

H∗(Σn; Z/2Z) −→ H∗(Cn(Rm); Z/2Z)

surjektiv.

Beweisskizze:
Wir untersuchen zunächst die Abbildungen (fn

m,m+1)
∗ : H∗(Cn(Rm+1); Z/2Z)→

H∗(Cn(Rm); Z/2Z) und betrachten einen Stabilisierungsprozess auf der Ebene
der Bäume:
Wenn wir einen (n, m)-Baum durch n vertikale Kanten nach unten verlängern,
erhalten wir einen (n, m+1)-Baum. Dabei bleibt die Kodimension erhalten, und
das Verlängern ist wegen Satz 2.7 mit den Randabbildungen verträglich. Wir
erhalten deshalb eine Folge von Inklusionen von Kokettenkomplexen inm,m+1 :
C•(n, m) → C•(n, m + 1), deren Kolimes ich mit C•(n,∞) bezeichne. Zu jeder
Inklusion inm,m+1 gibt es eine Retraktion rn

m,m+1 : C•(n, m + 1)→ C•(n, m) mit
Kern C•m+1(n, m + 1).

Wir betrachten das folgende Diagramm in dem die vertikalen Isomorphismen
von den Definitionen der Komplexe C• und C•, der zellulären Homologie und
der Poincaré-Dualität kommen.
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Hq(C•(n, m + 1))
(rn

m,m+1)∗
// Hq(C•(n, m))

Hn(m+1)−q(C•(n, m + 1))

∼=
��

Hnm−q(C•(n, m))

∼=
��

Hn(m+1)−q(Cn(Rm+1)∞; Z/2Z)
(fn

m,m+1)! //

∼= PD
��

Hnm−q(Cn(Rm)∞; Z/2Z)

PD ∼=
��

Hq(Cn(Rm+1); Z/2Z)
(fn

m,m+1)∗
// Hq(Cn(Rm); Z/2Z)

(2.4)

Das untere Rechteck kommutiert nach Definition der Abbildung (fn
m,m+1)!. Um

sich von der Kommutativität des oberen Rechtecks zu überzeugen beachte man,
dass eine Zelle σ von Cn(Rm)∞ positiver Dimension vermittels fn

m,m+1 durch
σ 7→ σ × {0} ⊂ σ × Rn ∼= σ̃ in eine Zelle σ̃ von Cn(Rm+1)∞ eingebettet wird.
Für ∞ ≥ m′ > m entspricht die Abbildung (rn

m,m′)∗ also der Abbildung
(fn

m,m′)∗. Weil (rn
m,m′)∗ surjektiv ist, ist auch (fn

m,m′)∗ surjektiv und es folgt

Hq(Σn; Z/2Z) = Hq(colimm Cn(Rm); Z/2Z)
∼= lim

m
Hq(Cn(Rm); Z/2Z) [da (fn

m,m+1)
∗ surjektiv]

∼= lim
m

Hq(C•(n, m)) [wegen Diagramm 2.4]

∼= Hq(C•(n,∞)). 2

Gilt eine Surjektivitätsaussage für H∗(Σn;R)→ H∗(Cn(Rm);R) wie im letzten
Satz, so liefert der Grad jeder Kohomologieklasse wegen Satz 1.18 eine untere
Schranke für die Kategorie von Cn(Rm), siehe Abschnitt 3.3 Seite 41. Wir wollen
uns die Kohomologieringe mit Z/2Z-Koeffizienten deshalb genauer ansehen und
verallgemeinern mit dem nächsten Satz Beispiel 2.6:

Satz 2.9
Es sei kn die Anzahl der Einsen in der Dualdarstellung von n. Dann gilt

Hq(Cn(Rm); Z/2Z)

{
= 0 falls q > (n− kn) · (m− 1)
6= 0 falls q = (n− kn) · (m− 1).

Mit anderen Worten: Für die kohomologische Dimension von Cn(Rm) mit Z/2Z-
Koeffizienten gilt

cohdimZ/2Z Cn(Rm) = (n− kn) · (m− 1).
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Beweis:
Für m = 2 folgt die Aussage aus [Fuk70] §4, Punkt 4.2, mit einem elementaren
Beweis auf den Seiten 144f. Für beliebiges m ≥ 2 folgt die Aussage aus dem
Theorem auf Seite 31 von [Vas92]. Vassiliev nutzt für seinen Beweis die Ko-
homologie Hq(Σn; Z/2Z) der symmetrischen Gruppe Σn. Der Satz folgt auch
aus der Beschreibung von Hq(Cn(Rm); Z/2Z) in der Diplomarbeit von Tymon
Tatur [Tat98].
In Theorem A geht von Satz 2.9 nur die Ungleichung cohdimZ/2Z Cn(Rm) ≥
(n−kn) · (m− 1) ein. Im Folgenden zeige ich, dass es ein nichttriviales Element
in H(n−kn)(m−1)(Cn(Rm); Z/2Z) gibt.
Sei zunächst n eine Zweierpotenz. Dann enthält H(n−1)(m−1)(Cn(Rm); Z/2Z)
die nichttriviale Klasse, die durch den linken Baum aus Abbildung 2.6 repräsen-
tiert wird. Dies ist der einzige Baum mit maximaler Kodimension (n−1)(m−1).
Offensichtlich ist dieser Baum ein Zykel. Er ist kein Rand, denn für alle 1 ≤
z ≤ n − 1 = 2l − 1 ist

(
2l

z

)
ein Vielfaches von 2 und im Rand eines anderen

Baumes tritt unser Baum höchstens mit einem dieser Faktoren auf.
Ist n keine Zweierpotenz, so ist der linke Baum aus Abbildung 2.6 wegen
ggT{

(
n
z

)
|1 ≤ z ≤ n− 1} ≡ 1(mod 2) ein Rand.

Kein Rand hingegen ist der linke Baum aus Abbildung 2.9. Er hat die Kodi-
mension mn−(n+(m−1)kn) = (m−1) ·(n−kn), wobei n = 2l1 + · · ·+2lkn gilt.
Dieser ist allerdings kein Zykel. Wir erhalten jedoch einen Zykel, wenn wir die
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Abbildung 2.9: Die Abbildung soll veranschaulichen, dass es eine nichttriviale Klas-
se in H(n−kn)(m−1)(Cn(Rm); Z/2Z) gibt. Links ist ein Summand des repräsentierenden
Zykels dargestellt. Die anderen Summanden dieses Zykels erhalten wir aus dem abge-
bildeten durch Permutation seiner Unterbäume der rechts abgebildeten Gestalt.

Kette betrachten, die aus den k! Bäumen besteht, die aus dem Baum von Abbil-
dung 2.9 durch Permutation der k Unterbäume der rechts angegebenen Gestalt
hervorgehen. 2
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Wegen seiner Bedeutung formuliere noch ein Korollar zum letzten Satz. Es wird
zur exakten Bestimmung von cat(Cn(Rm)) für eine Zweierpotenz n beitragen.

Korollar 2.10
Es gilt H(n−1)(m−1)(Cn(Rm); Z/2Z) 6= 0 genau dann, wenn n eine Zweierpotenz
ist.

Das Korollar wird für eine Zweierpotenz n auf die Ungleichung cat(Cn(Rm)) ≥
(n − 1) · (m − 1) führen. Es stellt sich nun die Frage, ob man eine Aussage
wie in Korollar 2.10 für weitere Werte von n erhält, wenn man den Koeffizien-
tenring Z/2Z durch andere Koeffizienten ersetzt. Das ist der Fall. Ich vermute
aber, dass zur vollständigen Bestimmung von cat(Cn(Rm)) noch andere Ansätze
nötig sind. Mehr dazu führe ich in Kapitel 3.4 aus.

Um cat(Cn(Rm)) für weitere Werte von n und m von unten durch den Wert
(n − 1) · (m − 1) beschränken zu können, folgere ich aus der Arbeit von Ossa
(siehe [Oss96], Prop. 3.4 und der daran anschließenden Bemerkung für den Fall
p = 3, siehe auch [Coh73] und [CLM76]):

Satz 2.11 (Cohen,Ossa)
Ist p eine ungerade Primzahl, dann ist

H(p−1)(m−1)(Σp; Z/pZ) −→ H(p−1)(m−1)(Cp(Rm); Z/pZ)

ein Isomorphismus.

Nach diesen Vorbereitungen können wir mit den Berechnungen von cat(C̃n(Rm))
und cat(Cn(Rm)) beginnen.
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Kapitel 3

Zur Kategorie Euklidischer

Konfigurationsräume

In diesem Kapitel stelle ich zunächst meine Berechnungen von cat(C̃n(Rm)) und
cat(Cn(Rm)) vor. In Abschnitt 3.4 skizziere ich dann einige weitere Gedanken
zur Berechnung der Kategorie euklidischer Konfigurationsräume.

3.1 cat(C̃n(Rm)) und cat(Cn(Rm)) für n ≤ 2 oder m ≤ 2

Für kleine Werte der Parameter n und m gibt es spezielle Argumente zur Be-
rechnung von cat(C̃n(Rm)) und cat(Cn(Rm)). Zudem ist der Raum C̃n(R1)
nicht zusammenhängend und erfordert deshalb eine besondere Beachtung. We-
sentlich in diesem Abschnitt ist darüber hinaus das Überlagerungsargument,
mit dem wir catCn(R2) von unten beschränken. Andere Ergebnisse dieses Ab-
schnitts beweisen wir später in allgemeinerer Form erneut, zum Beispiel Lemma
3.5. Die Idee des hier geführten Beweises wird im Beweis von Lemma 3.11 wie-
der aufgegriffen.
Wir beginnen mit Berechnungen, wenn der Parameter n klein ist.

Natürlich sind die Räume C̃1(Rm) und C1(Rm) zusammenziehbar, folglich ist
ihre Kategorie Null. Für n = 2 können wir die Kategorie mit zwei speziellen
Argumenten berechnen:

Satz 3.1 (siehe z.B. [CLM76])
Ist G eine topologische Gruppe mit neutralem Element e, so gilt

C̃n(G) ∼= G× C̃n−1(G− {e}).

Beweis:
Ein Homöomorphismus ist durch (g1, . . . , gn) 7→ (g1, (g2g

−1
1 , . . . , gng−1

1 )) gege-
ben. 2
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Setzen wir n = 2 und G = Rm, so erhalten wir C̃2(Rm) ∼= Rm×C̃1(Rm−{0}) '
Sm−1 und folglich:

Korollar 3.2
Für alle m ≥ 1 gilt

cat(C̃2(Rm)) = 1.

Auch die Kategorie der ungeordneten Konfigurationsräume C2(Rm) können wir
mit einem speziellen Argument angeben:

Satz 3.3 (n = 2, ungeordneter Fall )
Für alle m ≥ 1 gilt

cat(C2(Rm)) = m− 1. (3.1)

Beweis:
Aufgrund des kommutativen Diagramms von Faserungen

Σ2

��

Σ2

��

Sm−1 Φ //

��

C̃2(Rm)

��
RPm−1 Φ // C2(Rm)

mit der äquivarianten Homotopieäquivalenz Φ(x) := (x,−x) ist Φ: RPm−1 →
C2(Rm) eine Homotopieäquivalenz zwischen CW-Komplexen (siehe [CLM76]).
Also folgt aufgrund der Homotopie-Invarianz der Kategorie und nach Beispiel
1.16 auf Seite 19

cat(C2(Rm)) = cat(RPm−1) = m− 1.

2

Wir wenden uns nun kleinen Werten der Dimension m zu:

Satz 3.4 (m = 1)
Für alle n ∈ N gilt

cat(C̃n(R)) = n!− 1 und (3.2)

cat(Cn(R)) = 0. (3.3)

Beweis:
C̃n(R) hat genau n! Zusammenhangs-Komponenten Xσ (σ ∈ Σn), wobei Xσ :=
{(x1, . . . , xn) ∈ C̃n(R)|xσ(1) < · · · < xσ(n)} offensichtlich zusammenziehbar ist.

38



3.1 cat(C̃n(Rm)) und cat(Cn(Rm)) für n ≤ 2 oder m ≤ 2

Das zeigt cat(C̃n(R)) = n!− 1. Offensichtlich ist auch, dass Cn(R) zusammen-
ziehbar ist, also gilt cat(Cn(R)) = 0. 2

Für m = 2 wird sich zeigen, dass die Kategorie der geordneten und ungeord-
neten Konfigurationsräume C̃n(R) und Cn(R) übereinstimmt. Ich beschränke
zunächst cat(Cn(R2)) von oben. Die Idee der Zerlegung wie sie unten in Glei-
chung (3.7) auftritt, und damit das Herzstück des Beweises, stammt von Carl-
Friedrich Bödigheimer.
Ich werde das folgende Lemma später noch allgemeiner zeigen. Der Beweis ist
aber auch für sich interessant, weil ähnliche Argumente in Lemma 3.11 eingehen.

Lemma 3.5
Für alle n ∈ N gilt

cat(Cn(R2)) ≤ n− 1. (3.4)

Beweis:
Wir greifen Fuks’ Idee seiner Zellenzerlegung auf und bilden zunächst für 1 ≤
k ≤ n die Mengen Vi ⊂ Cn(R2), definiert durch

Vk :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ Cn(R2)

∣∣∣∣∣ die xi liegen genau
auf k Senkrechten

}
(3.5)

=

{
(x1, . . . , xn) ∈ Cn(R2)

∣∣∣∣∣ Ist xi = (xi,1, xi,2), so gilt
#{x1,1, . . . , xn,1} = k

}
. (3.6)

Vk entspricht der Vereinigung aller Zellen der Dimension n + k in Fuks Zellen-
zerlegung von Cn(R2)∞ und es gilt Cn(R2) =

∐n
k=1 Vk. Für k 6= n sind die Vk

aber nicht offen in Cn(R2), also ist V1, . . . , Vn keine kategorische Überdeckung
von Cn(R2). Weil die Vk aber Untermannigfaltigkeiten (der Dimension n + k)
von Cn(R2) sind, können wir die Mengen Vk für 1 ≤ k ≤ n − 1 zu tubularen
Umgebungen Uk ⊃ Vk vergrößern.

Behauptung:
U1, ..., Un−1, Un := Vn ist eine kategorische Überdeckung von Cn(R2).

Da sich die Menge Ui nach Konstruktion auf Vi retrahieren lässt und offen ist,
reicht es zu zeigen, dass die Mengen Vi zusammenziehbar in Cn(R2) sind. Das
ist der Fall, denn

Vk =
∐

(n1,...,nk)an

(Cn1(R)× · · · × Cnk(R))× Ck(R), (3.7)

wobei die Summe über alle geordneten Partitionen (n1, . . . , nk) a n von n der
Länge k läuft. Für jede solche Partition ist Cn1(R) × · · · × Cnk(R) × Ck(R)
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zusammenziehbar, denn jeder der Faktoren ist es nach Satz 3.4. Also ist Vk zu-
sammenziehbar in Cn(R2), denn Cn(R2) ist wegzusammenhängend. Alternativ
sieht man die Zusammenziehbarkeit der Menge Vk auch daran, dass jede Zelle
zusammenziehbar und Cn(R2) wegzusammenhängend ist. 2

Es ist jetzt nicht mehr schwer, den nächsten Satz zu beweisen:

Satz 3.6 (m = 2)
Für alle n ∈ N gilt

cat(C̃n(R2)) = cat(Cn(R2)) = n− 1. (3.8)

Beweis:
Ich zeige die folgende Kette von Relationen:

n− 1 = cupZ(C̃(R2)) ≤ cat(C̃(R2)) ≤ cat(Cn(R2)) ≤ n− 1. (3.9)

Die erste Gleichung ist Folgerung 2.2 (Seite 24). Die erste Ungleichung gilt, weil
wir die Kategorie von unten durch die cup-Länge abschätzen können (Satz 1.15
Seite 19). Die zweite Ungleichung folgt daraus, dass C̃n(Rm) → Cn(Rm) eine
Überlagerung ist (Satz 1.4, Seite 10), und cat(Cn(R2)) ≤ n − 1 haben wir im
letzten Lemma gezeigt. 2

3.2 cat(C̃n(Rm))

Wir beweisen in diesem Abschnitt

Theorem A
Für alle m ≥ 2, also sobald der Konfigurationsraum C̃n(Rm) zusammenhängend
ist, gilt

cat(C̃n(Rm)) = n− 1.

Der Raum C̃n(R) besteht aus n! zusammenziehbaren Komponenten, also gilt
cat(C̃n(R)) = n!− 1.

Beweis:
Die Aussagen für m ≤ 2 habe ich bereits im letzten Abschnitt bewiesen. Wir
können also m ≥ 3 annehmen. Es gilt cat(C̃n(Rm)) ≥ cupZ(C̃n(Rm)) ≥ n − 1
nach Folgerung 2.2 (Seite 24), wie im Fall m = 2. Um auch cat(C̃n(Rm)) ≤ n−1
zu zeigen, benutzen wir, dass es einen zu C̃n(Rm) homotopieäquivalenten CW-
Komplex Y der Dimension (n−1)(m−1) gibt, der (m−2)-zusammenhängend ist
(Satz 2.3). Aus Satz 1.13 und der Homotopie-Invarianz folgt dann cat(C̃n(Rm)) =
cat(Y ) ≤ dim(Y )

m−1 = (n−1)(m−1)
m−1 = n− 1. 2

Damit ist cat(C̃n(Rm)) vollständig bestimmt.
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3.3 cat(Cn(Rm))

In diesem Abschnitt soll das Hauptresultat der Arbeit, Theorem B, bewiesen
werden:

Theorem B
Es sei kn die Anzahl der Einsen in der Dualdarstellung von n. Dann gilt

(n− kn) · (m− 1) ≤ cat(Cn(Rm)) ≤ (n− 1) · (m− 1). (3.10)

Falls (i) n eine Zweierpotenz oder n = 3
oder (ii) n eine Primzahl und m ungerade
oder (iii) m ≤ 2 ist,
so gilt

cat(Cn(Rm)) = (n− 1) · (m− 1). (3.11)

Ist n = p eine Primzahl und m gerade, so gilt

cat(Cp(Rm)) ≥ (p− 1) · (m− 2). (3.12)

Die Gültigkeit von Gleichung (3.11) für m ≤ 2 folgt aus den Ergebnissen von
Abschnitt 3.1. Alle anderen Aussagen sind eine Zusammenfassung der folgen-
den Lemmata und Sätze.

Ich beschränke cat(Cn(Rm)) zunächst von oben und verallgemeinere damit
Lemma 3.5:

Lemma 3.7
Für alle n und m gilt

cat(Cn(Rm)) ≤ (n− 1) · (m− 1). (3.13)

Beweis:
Ohne Einschränkung sei m ≥ 2. Wir verwenden Vassilievs CW-Zerlegung der
Einpunkt-Kompaktifizierung X := Cn(Rm)∞ von Cn(Rm) (siehe Abschnitt
2.3, Seite 28ff). Diese hat nach Satz 2.5 außer der 0-Zelle ∞ nur Zellen in
den Dimensionen k mit n + m − 1 ≤ k ≤ nm. Weil Cn(Rm) = X − ∞ =
X − X(n+m−2) zusammenhängend ist, können wir Satz 1.14 anwenden und
wir erhalten cat(Cn(Rm)) = cat(X − X(n+m−2)) ≤ dim(X) − (n + m − 1) =
nm− (n + m− 1) = (n− 1) · (m− 1). 2

Wir wenden uns nun den unteren Schranken für cat(Cn(Rm)) zu. Einen Weg,
wie man hier untere Schranken finden kann, habe ich bereits in Abschnitt 2.4
vorbereitet und skizziert. Ich fasse das Vorgehen zusammen:
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Mit den offensichtlichen Abbildungen haben wir das folgende kommutative Dia-
gramm:

Σn

��

Σn

��

C̃n(Rm) //

��

C̃n(R∞) ' ∗

��
Cn(Rm)

f // Cn(R∞) = K(Σn, 1)

Weil C̃n(R∞) zusammenziehbar ist, ist Cn(R∞) ein K(Σn, 1)-Raum. Wir wählen
eine nichttriviale Kohomologieklasse u ∈ Hk(Cn(R∞);R) = Hk(K(Σn, 1);R) =
Hk(Σn;R). Weil u eine Klasse in der Kohomologie eines Eilenberg-MacLane-
Raumes ist, hat u nach Satz 1.18.3 das Gewicht k. Nun betrachten wir die Klasse
f∗(u) ∈ Hk(Cn(Rm);R). Gilt f∗(u) 6= 0, so hat f∗(u) nach Satz 1.18.4 minde-
stens das Gewicht k, da das Gewicht beim Zurückziehen nicht kleiner werden
kann, wenn das Bild nicht Null ist. Schließlich gilt dann auch cat(Cn(Rm)) ≥ k,
weil die Kategorie durch das Gewicht von f∗(u) von unten beschränkt wird.

Dieses Vorgehen wollen wir jetzt mit den Resultaten aus Kapitel 2.4 über
die Kohomologie ungeordneter euklidischer Konfigurationsräume kombinieren.
Weil die Abbildung f∗ : H∗(Σn; Z/2Z) → H∗(Cn(Rm); Z/2Z) stets surjektiv
ist (Satz 2.8, Seite 33), und weil cohdimZ/2Z(Cn(Rm)) = (n− kn) · (m− 1) gilt,
wobei kn die Anzahl der Einsen in der Dualdarstellung von n ist (Satz 2.9, Seite
34), folgt:

Satz 3.8
Ist kn die Anzahl der Einsen in der Dualdarstellung von n, so gilt

cat(Cn(Rm)) ≥ (n− kn)(m− 1). (3.14)

Korollar 3.9
Ist n eine Zweierpotenz, so gilt

cat(Cn(Rm)) = (n− 1)(m− 1). (3.15)

Analog dazu behandeln wir den Fall, dass n = p ≥ 3 und m ungerade ist. Wir
verwenden, dass f∗ : H(p−1)(m−1)(Σp; Z/pZ)→ H(p−1)(m−1)(Cp(Rm); Z/pZ) ein
Isomorphismus ist (Satz 2.11 auf Seite 36), und die Kohomologie der symmetri-
schen Gruppe H∗(Σp; Z/pZ) ∼= Z/pZ[α]⊗Λp(β). Hierbei ist α ein polynomialer
Erzeuger im Grad 2(p − 1) und β ein äußerer Erzeuger im Grad 2(p − 1) − 1.
Also ist H(p−1)(m−1)(Σp; Z/pZ) 6= 0. Daraus folgt direkt die erste Aussage im
folgenden Satz.
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Satz 3.10
Ist m ungerade, und p ≥ 3 eine Primzahl, so gilt cat(Cp(Rm)) ≥ (p−1)(m−1).
Ist m gerade, und p ≥ 3 eine Primzahl, so gilt cat(Cp(Rm)) ≥ (p− 1)(m− 2).

Die zweite Aussage folgt aus der ersten, weil die Abbildung f∗ : H∗(Σp; Z/pZ)→
H∗(Cp(Rm−1); Z/pZ) über H∗(Cp(Rm); Z/pZ) faktorisiert. 2

Für p = 3 kann ich die Schranke für gerade m verbessern.

Lemma 3.11
Für alle m gilt

cat(C3(Rm+1)) ≤ cat(C3(Rm)) + 2. (3.16)

Beweis:
Ich zerlege C3(Rm+1) ähnlich wie Cn(R2) im Beweis von Lemma 3.5 in Un-
termannigfaltigkeiten C3(Rm+1) =

∐3
k=1 Vk(Rm+1), wobei Vk(Rm+1) jetzt die

Menge aller 3-Konfigurationen ist, deren Bild bei senkrechter Projektion auf
die Hyperebene Rm ⊂ Rm+1 aus genau k Punkten besteht. Wegen V1(Rm+1) =
Rm×C3(R) ist klar, dass V1(Rm+1) zusammenziehbar ist. Die Menge V2(Rm+1) =
C1(R) × C2(R) × C̃2(Rm) ist es auch, weil wir die zwei Bildpunkte in unserer
Hyperebene unterscheiden können: Der eine hat zwei Urbilder, der andere nur
eines. Es gilt zwar cat(C̃2(Rm)) = 1, aber in C̃2(Rm+1) ist C̃2(Rm) zusammen-
ziehbar, weil die 2-Konfigurationen geordnet sind und wir die zweite zunächst
in eine Hyperebene parallel zu Rm verschieben können.
Weiter gilt catC3(Rm+1)(V3(Rm+1)) ≤ cat(C3(Rm)), da V3(Rm+1) ⊂ C3(Rm+1)
offen und retrahierbar auf C3(Rm) ist. Gehen wir für V1 und V2 wie im Be-
weis von Lemma 3.5 zu tubularen Umgebungen U1 und U2 über, so sehen wir,
dass cat(C3(Rm+1)) = cat(

∐3
k=1 Vk(Rm+1)) = catC3(Rm+1)(U1 ∪ U2 ∪ V3) ≤

catC3(Rm+1)(V3) + catC3(Rm+1)(U2) + catC3(Rm+1)(U1) + 2 ≤ cat(C3(Rm)) + 2
gilt. 2

Korollar 3.12
Für alle m ≥ 1 gilt

cat(C3(Rm)) = 2(m− 1). (3.17)

Beweis:
Als obere Schranke erhalten wir diesen Wert wie immer aufgrund von Lemma
3.7. Dass dies auch eine untere Schranke ist, folgt für ungerade m bereits aus
Satz 3.10. Dann gilt es aufgrund des letzten Lemmas aber auch für gerade m. 2

Damit ist der Beweis von Theorem B vollständig.
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3.4 Anschließende Fragen und weitere Ideen

In allen Fällen, in denen ich cat(Cn(Rm)) genau bestimmen konnte, gilt

cat(Cn(Rm)) = (n− 1) · (m− 1).

Deshalb stellt sich die folgende Frage:

Frage 1
Gilt cat(Cn(Rm)) = (n− 1) · (m− 1) für alle n, m ∈ N?

Und stärker:

Frage 2
Kann cat(Cn(Rm)) = (n − 1) · (m − 1) für alle n, m ∈ N dadurch gezeigt
werden, dass man ein Koeffizientensystem R und eine Kohomologieklasse in
H(n−1)(m−1)(Cn(Rm);R) findet, die von H(n−1)(m−1)(Σn;R) kommt, also das
R-Gewicht (n− 1)(m− 1) hat?

Vieles spricht dafür, dass man auf diesem Weg noch bessere untere Schranken
finden kann. Vassiliev hat zum Beispiel bewiesen, dass für ungerade m auch die
offensichtliche Abbildung H∗(Σn; Z) → H∗(Cn(Rm); Z) surjektiv ist ([Vas92],
Theorem 4.3, Seite 35). Ich bezweifle aber, dass cat(Cn(Rm)) so vollständig
bestimmt werden kann. Um diesen Zweifel zu untermauern, führe ich den Begriff
der Schnittkategorie secat einer Faserung ein.

3.4.1 Schnittkategorie

Definition 3.13 (secat)
Für eine Faserung π : E → B sei die Schnittkategorie secat(π) die kleinste Zahl
n, sodass es eine offene Überdeckung U0, . . . , Un der Basis B und lokale Schnitte
si : Ui → E zu π gibt.

Aufgrund der Homotopie-Hochhebungs-Eigenschaft von π gilt secat(π) ≤ cat(B).
Mehr zur Schnittkategorie findet man in [CLOT03], ab Seite 259. In der Lite-
ratur gibt es nach [Šva58] auch die Bezeichnung ”genus“, später ”Švarc genus“,
abgekürzt g. Mit unserer Definition gilt secat(π) = g(π)− 1.

Da fn
m,∞ : Cn(Rm)→ K(Σn, 1) eine klassifizierende Abbildung für die Faserung

πn
m : C̃n(Rm) → Cn(Rm) ist, gilt nach [CLOT03], Satz 8.22 (S.242f) und Satz

9.18 (S.261)
secat(πn

m) ≥ wgt(u)

für jede Kohomologieklasse u ∈ H∗(K(Σn, 1);R) mit f∗(u) 6= 0. Unsere untere
Schranke für cat(Cn(Rm)) aus Satz 3.8 ist also auch eine untere Schranke für
die Schnittkategorie secat(πn

m). Wir können jetzt eine dritte Frage formulieren.
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3.4 Anschließende Fragen und weitere Ideen

Frage 3
Gilt secat(πn

m) = (n− 1) · (m− 1) für alle n, m ∈ N?

Ist m = 2, so steht diese Frage in engem Zusammenhang mit der Komplexität
bestimmter Algorithmen ([Sma87], siehe auch Abschnitt 4.3). Sie stößt deshalb
auf reges Interesse ([DeCPS04],[Aro05]). Vassiliev hat in seinen Arbeiten ge-
zeigt, dass secat(πn

2 ) = (n − 1) gilt, wenn n eine Primzahlpotenz ist. Für das
kleinste n, für welches dies nicht der Fall ist, n = 6, haben De Concini, Procesi
und Salvetti folgendes gezeigt:

Satz 3.14 ([DeCPS04])
Es gilt

secat(π6
2) = 4 < 5 = cat(C6(R2)).

Wir können Frage 3, und somit auch Frage 2, also mit Nein beantworten. Den-
noch bleibt es interessant, für welche n und m die Ungleichung secat(πn

m) =
(n− 1) · (m− 1) gilt. Im Fall m = 2 gibt es dazu ein Preprint vom Mai dieses
Jahres von Gregory Arone.

Satz 3.15 ([Aro05])
Wenn n weder eine Primzahlpotenz noch das zweifache einer Primzahlpotenz
ist, dann gilt secat(πn

2 ) < n− 1.

Für n 6= 2pk weiß man also, ob secat(πn
2 ) = (n − 1) gilt. Arone gibt auch

Antworten für gewisse n mit n = 2pk. Für beliebige p und k ist diese Frage
aber weiterhin offen, ebenso wie in vielen Fällen die genaue Bestimmung der
Schnittkategorie secat(πn

m). Weil die offensichtliche Abbildung f : Cn(Rm) →
Cn(R∞) eine klassifizierende Abbildung ist, folgt mit den Propositionen 9.18
und 8.22(2) aus [CLOT03] sowie dem Beweis von Theorem B, dass viele der
gefundenen Schranken für cat(Cn(Rm)) auch Schranken für secat(πn

m) sind. Wir
erhalten zum Beispiel den folgenden Satz:

Satz 3.16
Ist n eine Zweierpotenz oder eine Primzahl und m ungerade, so gilt secat(πn

m) =
(n− 1) · (m− 1).

Merkwürdigerweise hat sich anscheinend noch niemand mit der Schnittkatego-
rie der Faserungen πn

m für m > 2 befasst. Es wäre äußerst interessant heraus-
zufinden, ob sich mit dem Vorgehen aus [DeCPS04] auch für m > 2 weitere
Informationen gewinnen lassen.
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3.4.2 Überlagerungen

Im letzten Unterabschnitt haben wir gesehen, dass wir cat(Cn(R2)) mit der
Schnittkategorie der Faserung πn

2 im Allgemeinen nicht optimal von unten be-
schränken können.
Die vollständige Berechnung von cat(Cn(R2)) erfolgte mithilfe des Überlage-
rungsarguments

cat(Cn(R2)) ≥ cat(C̃n(R2)) ≥ n− 1.

Frage 4
Können wir Überlagerungen X → Cn((Rm)) finden, die wegen cat(Cn(Rm)) ≥
cat(X) bessere untere Schranken für cat(Cn(Rm)) liefern?

Stefan Schwede hat mir vorgeschlagen, für X den Quotienten C̃n(Rm)
/

Sylp(Σn)
von C̃n(Rm) mit einer p-Sylow-Untergruppe zu wählen. Diese Räume treten
auch bei Fred Cohens Berechnungen von H∗(Cp(Rm); Z/pZ) auf. Stets muss
man dann untere Schranken für die Kategorie von X finden. Offensichtliche
gute untere Schranken habe ich nicht gesehen. Ich gebe weitere Beispiele für
Räume, die man für X wählen kann: Für n = n1 + · · ·+ nl definieren wir

Cn1,...,nl(Rm) := C̃n(Rm)
/

Σn1 × · · · × Σnl

= {(ζ1, . . . , ζl) ∈ Cn1(Rm)× · · · × Cnl(Rm)
∣∣ζi ∩ ζj = ∅ für i 6= j}.

Es gilt:

Satz 3.17
Ist n = n1 + · · ·+ nl, dann gilt

cat
(
Cn(Rm)

)
≥ cat

(
Cn1,··· ,nl(Rm)

)
≥ cat

(
Cn1(Rm)× · · · × Cnl(Rm)

)
.

Ich vermute, dass zumindest dann, wenn die ni alle Potenzen der gleichen Prim-
zahl sind, relativ gute untere Schranken für cat

(
Cn1(Rm)× · · · ×Cnl(Rm)

)
er-

mittelt werden können.

Beweis von Satz 3.17:
Wir betrachten das folgende Diagramm, indem i die Inklusion ist und π die l

paarweise disjunkten Konfigurationen zu einer n-Konfiguration vereinigt:

Cn1,...,nl(Rm)

π

}}{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{

i

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Cn(Rm) Cn1(Rm)× · · · × Cnl(Rm)

s

cc

P
N

MLKJI
H

G

Die erste Ungleichung folgt, da π eine Überlagerung ist. Zum Beweis der zweiten
Ungleichung reicht es nach Satz 1.4.1 zu zeigen, dass Cn1 × · · · × Cnl(Rm)

46



3.4 Anschließende Fragen und weitere Ideen

von Cn1,...,nl(Rm) dominiert wird, also dass es einen Homotopieschnitt s zur
Inklusion i gibt. Ich konstruiere einen solchen wie folgt: Wir fixieren einen
Vektor e1 ∈ Rm mit Norm 1. Für X ⊂ Rm und r ∈ R definiere ich Tr(X)
durch

Tr(X) := {y ∈ Rm|∃x ∈ X : y = x + r · e1} = X + r · e1.

Der Homotopieschnitt s soll von der Form

s(ζ1, . . . , ζl) :=
(
ζ1, Tr2(ζ2), Tr3(ζ3), . . . , Trl

(ζl)
)

sein. Wenn die Differenzen ri − ri−1 genügend groß sind, so ist s eine Abbil-
dung nach Cn1,...,nl(Rm). Es ist klar, dass die ri in stetiger Abhängigkeit von
(ζ1, . . . , ζl) so gewählt werden können, dass ri − ri−1 genügend groß ist, denn
jedes ζi ist eine endliche Teilmenge von Rm. Zu zeigen bleibt, dass i◦s ' id gilt.
Wegen i ◦ s = (T0, Tr2 , . . . , Trl

) und Tri ' T0 = id ist das aber offensichtlich. 2

3.4.3 Geometrische Überlegungen

Im Folgenden will ich weitere Ansätze auflisten, wie man versuchen könnte, die
Ungleichung cat(Cn(Rm)) ≥ (n− 1) · (m− 1) für alle n und m zu beweisen.

Mit der oberen Schranke aus Theorem B würde es genügen, eine der folgenden
Ungleichungen zu beweisen:

cat(Cn(Rm+1)) ≥ cat(Cn(Rm)) + (n− 1) (3.18)

cat(Cn+1(Rm)) ≥ cat(Cn(Rm)) + (m− 1) (3.19)

Weil wir nach Theorem B beliebig große n kennen, für die cat(Cn(Rm)) =
(n− 1) · (m− 1) gilt, wäre es auch ausreichend,

cat(Cn+1(Rm)) ≤ cat(Cn(Rm)) + (m− 1) (3.20)

zu zeigen. Das ist mir nicht gelungen. Es gibt aber ein kleines Ergebnis, das mit
Ungleichung (3.19) zu tun hat. Wir erhalten es als Korollar zu Satz 3.17 mit
der Zerlegung n = n1 + n2 := (n− 1) + 1.

Korollar 3.18
Es gilt

cat(Cn(Rm)) ≥ cat(Cn−1(Rm)).

Das Korollar liefert für gewisse Werte von n und m eine Verbesserung von
Theorem B. Für ungerades m gilt zum Beispiel

cat(C14(Rm)) ≥ cat(C13(Rm)) = 12 · (m− 1).

Mit Theorem B erhalten wir als unteren Schranke lediglich

cat(C14(Rm)) = cat(C8+4+2(Rm)) ≥ 11 · (m− 1).
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Ich gebe noch einen direkten Beweis von Korollar 3.18. Dieser lässt sich leicht
verallgemeinern, um zum Beispiel catCn(M) ≥ cat Cn−1(M) für eine beliebige
Mannigfaltigkeit mit Rand zu zeigen, denn auch in diesem Fall kann ein Homo-
topieschnitt s wie im folgenden Beweis konstruiert werden.

Direkter Beweis von Korollar 3.18:
Sei Cn−1,1(M) = {(ζ, xn) ∈ Cn−1(M) × M |xn 6∈ ζ} wie oben. Ist M haus-
dorffsch, so haben wir eine n-fache Überlagerung π : Cn−1,1(M) → Cn(M).
Also gilt dann cat(Cn(M)) ≥ cat(Cn−1,1(M)). Weiter gibt es eine Projektion
pr : Cn−1,1(M)→ Cn−1(M), die (ζ, xn) auf ζ abbildet.

Cn−1,1(M)

π

��~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

pr

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

B

Cn(M) Cn−1(M)

s

[[

H
E

B
>

;
8

Ist M = Rm, so gibt es zu pr einen Schnitt s, zum Beispiel die Abbildung
ζ 7→ (ζ, (1 + maxx∈ζ ||x||) · e1), wobei e1 ∈ Rm ein beliebiger fester Vektor mit
Norm 1 ist. Also wird Cn−1(Rm) von Cn−1,1(Rm) dominiert. Mit Satz 1.4.1
folgt cat(Cn−1,1(Rm)) ≥ cat(Cn−1(Rm)), was den Beweis vollendet. 2

Wenn man sich die Beweise von Satz 1.4.1 und 1.4.3 in Erinnerung ruft, dann
sieht man, dass mit den Bezeichnungen aus dem letzten Beweis das Urbild einer
kategorischen Überdeckung unter π ◦ s wieder eine kategorische Überdeckung
liefert. Ungleichung (3.19) könnte man also beweisen, indem man zu einer kate-
gorischen Überdeckung von Cn+1(Rm) minimaler Länge einen Schnitt s findet,
sodass das Urbild der Überdeckung unter π◦s eine m-Überdeckung von Cn(Rm)
ist, siehe Abschnitt 1.6, Seite 20. Es stellt sich natürlich die Frage, wie gut man
die gewählte Überdeckung dafür schon kennen muss, und ob dann nicht auch
eine direkte Berechnung der Kategorie möglich ist.

Umgekehrt kann man sich fragen, ob man aus einer kategorischen m-Über-
deckungen von Cn(Rm) eine kategorische 1-Überdeckung von Cn+1(Rm) der-
selben Länge konstruieren kann. Das würde wegen (Satz 1.20) Gleichung (3.20)
beweisen.

3.4.4 Berechnung à la Berstein

Daniel Tanré hat mir vorgeschlagen, Frage 1 auf demselben Weg zu entscheiden,
wie Berstein die Kategorie der Grassmann-Mannigfaltigkeiten Gn,k(R) unter-
sucht hat ([Ber76]). Der anzuwendende Satz (auch Theorem 2.51 in [CLOT03],
Seite 67) setzt aber voraus, dass Cn(Rm) homotopieäquivalent zu einem (n−1)·
(m−1)-dimensionalen CW-Komplex ist. Ich weiß nicht, ob diese Voraussetzung
erfüllt ist.
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Kapitel 4

Motivationen und mögliche

Anwendungen

In den folgenden Unterkapiteln skizziere ich Anwendungen, in denen die Lusternik-
Schnirelmann-Kategorie von Konfigurationsräumen eine Rolle spielt.

4.1 Kategorie und Zerlegungen von Räumen

Ein allgemeines Vorgehen, mit dem man Zerlegungen von gewissen Räumen
erhalten kann, wurde in [Böd85] beschrieben. Um das Ergebnis zu formulieren,
führe ich Konfigurationsräume mit Labels ein. Es sei M eine glatte Mannigfal-
tigkeit, M0 ⊂ M eine Untermannigfaltigkeit, und X ein zusammenhängender
CW-Komplex mit Grundpunkt ∗. Wir definieren

C := C(M,M0;X) :=
∞∐

k=0

C̃k(M)×Σk
Xk /∼ , (4.1)

Cn := Cn(M,M0;X) :=
n∐

k=0

C̃k(M)×Σk
Xk /∼ , (4.2)

wobei ∼ durch

1. [z1, . . . , zk;x1, . . . , xk] = [z1, . . . , ẑi, . . . , zk;x1, . . . , x̂i, . . . , xk],
falls zi ∈M0 und

2. [z1, . . . , zk;x1, . . . , xk] = [z1, . . . , ẑi, . . . , zk;x1, . . . , x̂i, . . . , xk],
falls xi = ∗ der Grundpunkt ist,

erzeugt wird. Wir schreiben auch C(M ;X) für C(M, ∅;X). Der Raum C(R1;X)
ist homotopieäquivalent zu James Konstruktion J(X) ' ΩΣX, und allgemeiner
gibt es Homotopieäquivalenzen

γm : C(Rm;X) −→ ΩmΣmX (4.3)

γ∞ : C(R∞;X) −→ Ω∞Σ∞X (4.4)
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Kapitel 4: Motivationen und mögliche Anwendungen

(siehe z.B. [Böd85], Example 13). Die Filtrierungsquotienten des Raumes C
bezeichnen wir mit

Dn := Dn(M,M0;X) := Cn/Cn−1.

Jetzt können wir eine stabile Zerlegung angeben. Es gilt (siehe z.B. [Böd85]):

Σ∞C = Σ∞C(M,M0;X) ' Σ∞
∞∨

n=1

Dn(M,M0;X) = Σ∞
∞∨

n=1

Dn. (4.5)

Setzen wir (M,M0) = (Rm, ∅), so erhalten wir Snaiths stabile Zerlegung von
ΩmΣmX.

Im Beweis von (4.5) wird eine Abbildung Φ∞ : C → C(R∞,
∨

Dn) konstru-
iert, sodass eine stabile Äquivalenz Σ∞C → Σ∞∨∞

n=1Dn durch die adjungier-
te Abbildung zu Φ∞ ◦ γ∞ : C → C(R∞,

∨
Dn) ' Ω∞Σ∞∨Dn gegeben ist.

Könnte man eine Abbildung Φm : C → C(Rm,
∨

Dn) analog zur Abbildung
Φ∞ : C → C(R∞,

∨
Dn) konstruieren, so würde man mit (4.3) entsprechend

eine unstabile Zerlegung ΣmC → Σm
∨∞

n=1Dn erhalten.
Der Konstruktion der Abbildung Φ∞ liegen Einbettungen Cn(M) → R∞ zu-
grunde. Wir betrachten jetzt gewisse fasernweise Einbettungsprobleme:

Es sei π : Ỹ → Y eine Überlagerung und L ∈ N ∪ {∞} minimal, sodass eine
Einbettung Ỹ ↪→ Y ×RL existiert, mit der das folgende Diagramm kommutiert:

Ỹ

π

��

� � // Y × RL

pr1
{{wwwwwwwww

Y

Ist Y parakompakt, so gilt
L ≤ cat(Y ) + 1.

Spezieller betrachten wir jetzt für eine Mannigfaltigkeit Y die folgende Situati-
on:

Cn1,n2(Y )

π

��

� � // Cn(Y )× RL(Y,n1,n2)

pr1
vvlllllllllllll

Cn(Y )

(4.6)

Dabei ist Cn1,n2(Y ) := {(ζ1, ζ2) ∈ Cn1(Y ) × Cn2(Y )|ζ1 ∩ ζ2 = ∅}, wie in Ab-
schnitt 3.4.2, n = n1 + n2 und π vereinigt disjunkte Teilkonfigurationen. Für
alle n1, n2 ∈ N wählen wir jetzt L(Y, n1, n2) wie in (4.6) minimal und definieren

L(Y ) := sup
n1,n2

L(Y, n1, n2).
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4.1 Kategorie und Zerlegungen von Räumen

Um den Zusammenhang zu Zerlegungen von Räumen herzustellen, setzen wir
Y = M .

Carl-Friedrich Bödigheimer hofft, dass man eine Abbildung konstruieren kann,
die folgende Zerlegung liefert:

ΣL(M)C(M ;X)
?' ΣL(M)

∞∨
j=1

Dj(M ;X).

Wir geben zwei Beispiele:

1. (James) Es sei M = R1. Dann gilt

L(R1) = sup
n1,n2

L(R1, n1, n2) ≤ sup
n

cat(Cn(R1)) + 1 = 1

und

ΣC(R, X) ' Σ
∞∨

n=1

Dn(R, X),

was nichts anderes ist, als die James-Zerlegung

ΣJ(X) ' ΣΩΣX ' Σ
∞∨

n=1

Dn(R, X).

2. (vermutet) Es sei M = S1. Wegen Cn(S1) ' S1 gilt dann

L(S1) = sup
n1,n2

L(S1, n1, n2) ≤ sup
n

cat(Cn(S1)) + 1 = sup
n

cat(S1) + 1 = 2

und

Σ2C(S1, X)
?' Σ2

∞∨
j=1

Dj(S1, X).

In diesem Zusammenhang ist es natürlich von Interesse, ob es weitere zusam-
menhängende Mannigfaltigkeiten M mit L(M) < ∞ gibt. Herr Bödigheimer
vermutet, dass es neben M = S1 und M = R1 keine weiteren gibt. Diese Ar-
beit stützt die Vermutung, dass es keine Mannigfaltigkeit M der Dimension
dim(M) ≥ 2 gibt, für die supn cat Cn(M) endlich ist. Für M = Rm mit m ≥ 2
folgt supn cat Cn(M) =∞ aus Theorem B.
Im Fall L(M) = ∞ kann man immer noch versuchen, für gewisse L̃(M,k) un-

stabile Zerlegungen ΣL̃(M,k)Ck(M ;X)
?' ΣL̃(M,k)

∨k
j=1 Dj(M ;X) zu erhalten.
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Kapitel 4: Motivationen und mögliche Anwendungen

4.2 Kategorie und Spektralsequenzen

Ginsburg hat gezeigt, dass die Konvergenz der Moore-Spektralsequen in be-
stimmten Fällen mit der Lusternik-Schnirelmann-Kategorie zu tun hat (siehe
[Gin63],[Gan67], [Too74]). Ist z.B. X ein einfach zusammenhängender, punk-
tierter CW-Komplex, dann gilt für

E2
p,q = TorH∗(ΩX,Fp)(Fp, Fp)⇒ H∗(X, Fp)

1. dr = 0 für r ≥ cat(X) + 1

2. E∞
p,q = 0 für p ≥ cat(X) + 1.

Der Raum X kann natürlich auch ein Konfigurationsraum sein. Eine Version
dieser Aussagen für Sullivan-Algebren findet sich in [FHT01]. Ich danke Fred
Cohen für den Hinweis auf diesen Zusammenhang und Miguel Xicoténcatl für
seine Erklärungen.

4.3 Kategorie und die Komplexität von Algorithmen

Wir kehren wieder zu den euklidischen Konfigurationsräumen zurück und be-
schränken uns auf den Fall m = 2. Es gilt

Cn(R2) ∼=

{
normierte komplexe Polynome vom Grad n

ohne mehrfache Nullstellen

}

und wie immer sei πn
2 : C̃n(R2) → Cn(R2) die offensichtliche Überlagerung.

Sei τ(n, ε) die Komplexität eines Algorithmus, der die Nullstellen eines Poly-
noms mit Genauigkeit ε berechnet. Nach Smale ([Sma87], siehe auch [CLOT03],
[Vas92]) gilt

τ(n, ε) ≥ secat(πn
2 ),

und da fn
2,∞ : Cn(R2)→ K(Σn, 1) eine klassifizierende Abbildung war, gilt nach

[CLOT03], Proposition 9.18 und 8.22 auch

secat(πn
2 ) ≥ wgt(u)

für jede Kohomologieklasse u ∈ H∗(K(Σn, 1);R) mit (fn
2,∞)∗(u) 6= 0. Unsere

untere Schranke aus Satz 3.8 ist also auch eine untere Schranke für secat(πn
2 ),

also auch für τ(n, ε). Diese und weitere untere Schranken für τ(n, ε) gehen auf
Vassiliev zurück (siehe [Vas88],[Vas92]).
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